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Rezumat: Acest studiu a avut drept scop evaluarea efectelor alelopatice ale extractului apos de hrean asupra
germinayiei semingelor si cresterii plantulelor de ridiche rosie. In acest sens, am evaluat efectele alelopatice ale
extractului apos de hrean asupra germinayiei semingelor de ridiche rogie, asupra cresterii organelor plantulelor
de ridiche rosie si asupra acumuldrii de biomasa vegetala proaspata la nivelul acestora. Experimentele de
germinayie au arqtat faptul ca, aplicarea unei solusii nediluate de extract apos de hrean a manifestat un efect
aleloptic inhibitor, intdrziind germinatia cu o zi fata de germinatia semingelor variantei martor. Concentragia de
25% extract apos de hrean a avut un efect alelopatic pozitiv, stimuldnd cu aproximativ 30% cresterea in lungime
a plantulelor de ridiche rosie si cu peste 50% acumularea de biomasa proaspata a acestora. Concentrayiile de
50%, respectiv de 100%, au inhibat cu aproximativ 50% cresterea in lungime a plantulelor si cu peste 30%
acumularea biomasei proaspete.

Cuvinte cheie: alelopatie, germinagia semingelor, extract de hrean, ridiche rosie, biomasa proaspata

INTRODUCERE

In mod firesc, anumite substante eliberate in mediu de catre plante exercita asupra altora
influente variate, mai mult sau mai putin severe. Actiunea acestor produsi secundari de
metabolism poate favoriza sau defavoriza viata altor organisme invecinate in functie de natura
acestora [5]. Acest fenomen complex este numit alelopatie.

Conform Dictionarului Explicativ al Limbii Romane, alelopatia inseamna o ,,influenta
(inhibitoare) exercitata de unele plante superioare asupra plantelor din vecinatate prin
intermediul unor substante chimice” [7].

Termenul de ,allelopathie” deriva de la cuvintele grecesti ,allelon” = reciproc si
,»pathos” = suferinta. Acesta caracterizeaza afectiunea cauzata unei plante de catre o alta
planta. In literatura de specialitate, termenul este folosit pentru determinarea relatiilor care se
realizeaza intre plantele ce constituie un ecosistem, ori intre acestea si Vietuitoarele aflate in
gruparea corespunzatoare. Alelopatia este considerata ca fiind unul dintre domeniile moderne
ale ecofiziologiei vegetale [6].

Substantele cu efecte alelopatice sunt elaborate in cadrul metabolismului secundar,
avand o greutate moleculara mai mica sau mai mare, fiind caracteristice organismelor
vegetale. Acestea sunt prezente in diferite organe, precum: radacini, tulpini, frunze, flori,
fructe si seminte. Astfel de compusi pot migra din tesuturile care le-au generat si se pot
acumula in alte organe. Compusii chimici cu efecte alelopatice nu au rol in procesele
metabolice primare [6].

Hreanul (Armoracia rusticana Lam., familia Brassicaceae) este o planta erbacee,
perend, originara din regiunile invecinate Marii Negre. Ea este cunoscuta ca leguma si ca
planta medicinala. In tara noastra, aceasta specie vegetald este cultivati in toate regiunile, in
special, in jurul oraselor mari, dar creste si spontan, pe langa garduri, in locuri umede [5].

Radacina metamorfozata de hrean contine proteine (2%), glucide (6%), saruri de sodiu
(5%), de potasiu (295%), calciu (55%), fosfor (35%) si de fier (0,7%), precum si vitamine,
glicozizi sulfurati, mirozina, cantitati mici de ulei volatil, acid clorhidric, acid sulfuric, acid
carbonic, acid silicic si antibiotice (fitoncide) [12]. Potentialul alelopatic al speciilor de
Brasicaceae este atribuit eliberarii in mediul inconjurator a izotiocianatului de alil, compus
volatil, un derivat al sinigrinei [3].
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Cercetarile moderne vizeaza aplicarea compusilor alelopatici in combaterea buruienilor
din agricultura. Utilizarea interactiunilor alelopatice pentru a favoriza culturile agricole si a
reduce infestarea buruienilor a fost folosita de secole fara a intelege baza chimica a
fenomenului. Pe masura ce optiunile de erbicide scad in era buruienilor rezistente la erbicide,
exista un interes reinnoit pentru utilizarea alelopatiei pentru gestionarea buruienilor [1].
Incorporarea unei abordari ecologice naturale ca instrument de control al buruienilor prin
cultivarea unor culturi specifice sau pulverizarea campurilor cu extracte care contin compusi
alelopatici poate reduce semnificativ utilizarea erbicidelor [9].

Pentru a asigura o dezvoltare agricola durabila, este importanta exploatarea sistemelor
de cultura care profita de influenta stimulatoare/inhibitoare a plantelor alelopatice pentru a
regla cresterea si dezvoltarea plantelor si pentru a evita autotoxicitatea alelopatica.
Alelochimicele pot fi utilizate ca regulatori de crestere, erbicide, insecticide si produse
antimicrobiene pentru protectia culturilor [2].

Deoarece in literatura de specialitate exista relativ putine informatii privind
fitotoxicitatea hreanului, ne-am propus sa evaluam efectul alelopatic al extractului apos de
hrean asupra germinatiei semintelor si cresterii plantulelor de ridiche rosie, pornind de la
ipoteza ca extractul de hrean este un posibil erbicid natural ce poate fi folosit in agricultura
ecologica si sustenabila [8].

Am optat sa studiem efectul alelopatic al extractului apos de hrean asupra semintelor de
ridiche rosie, intrucat, in literatura de specialitate, am gasit date care prezinta un posibil efect
alelopatic al acestuia pe seminte de mazare, trifoi rosu, ridiche de luna, mustar alb, salata
verde, castraveti, grau, zazanie si 0bsiga nearistata, in general, actiunea alelopatica inhibitoare
manifestandu-se selectiv, efectele fiind mai intense la monocotiledonate [6].

Totodata, exista si studii care releva faptul ca, la randul sau, ridichea (Raphanus sativus
L.) are un efect alelopatic semnificativ asupra diferitelor specii de plante datoritd compusilor
sai alelochimici [13].

MATERIALE SI METODE

Materialul biologic

Materialul biologic utilizat a constat in seminte de ridiche rosie, de provenienta
certificata, respectiv, plantulele rezultate din embrionii acestora, impartite in cinci variante
experimentale. Am ales ca si material de studiu semintele de ridiche rosie, deoarece acestea
prezinta o rata mare de germinatie, incoltesc in cateva zile, fiind putin pretentioase la factorii
de mediu.

Metoda de obtinere a extractului apos de hrean

Extractul apos a fost preparat din 100 g de radacina de hrean (recoltata toamna tarziu),
razuita fin, tinutd la macerat intr-un litru de apa distilata timp de 72 de ore la temperatura
camerei (aprox. 22-24°C), ulterior filtrata, iar solutia obtinuta la final fiind considerata
solutia-mama (de concentratie 100%). Din aceasta solutie, folosind apa distilata, am realizat
dilutiile corespunzatoare fiecarei variante experimentale: V1 - concentratie de 25%; V2 -
concentratie de 50%; V3 - concentratie de 75%; V4 - concentratie de 100% si V5 - lotul
martor, doar apa distilata (Tabelul 1).

Ca si metoda de germinatie, am folosit metoda Top Paper (TP) (Fig. 1). Semintele de
ridiche rosie au fost puse la germinat pe un substrat de servetele albe, umectat, in prealabil, cu
cate 20 ml de solutie caracteristicd fiecdrei variante de lucru. Semintele au fost pozitionate
uniform cu ajutorul unei pensete la o distantd egala (1-1,5 cm), In 5 siruri paralele. Ulterior,
substratul de germinatie a fost umectat zilnic cu cate 3 ml de solutie specificd variantei
respective.
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Tabelul 1. Variantele experimentale.

Varianta experimentala Concentratie extract hrean
V1 25%
V2 50%
V3 75%
V4 100%
V5 (martor) api distilatd

Metoda de germinatie a semintelor si de crestere a plantulelor

Ca si recipiente de germinatie, am folosit caserole alimentare din plastic cu capac,
dimensiunile acestora fiind de 22,5x8x%15 cm, incolore si transparente, acest fapt fiind
important pentru accesul semintelor si plantulelor la lumina naturald. Temperatura camerei a
fost constanta, de 22°C, iar aerisirea caserolelor s-a efectuat zilnic timp de aproximativ 30 de
minute.

Figura 1. Aspectul semintelor de ridiche rosie puse la germinat folosind metoda TP.

Parametrii monitorizati

Pe parcursul experimentului, am monitorizat: procentul de germinatie a semintelor de
ridiche rosie — in a 3-a zi de la punerea materialului semincer la germinat, masuratori
biometrice (de crestere in lungime) ale organelor plantulelor de ridiche rosie — in ziua a 9-a de
germinatie, respectiv, masurdtori gravimetrice (privind masa proaspatd) ale plantulelor de
ridiche rosie — in a 11-a zi de germinatie.

Procentul de germinatie se referd la numarul semintelor germinate din totalul de 100
de seminte puse la incoltit.

Masuratorile privind cresterea in lungime a plantulelor de ridiche rosie, la fiecare
variantd experimentala, au fost realizate pe un numar de 10 de plantule, alese randomizat in
zivua a 9-a din momentul punerii semintelor la germinat. Evaluarea cresterii in lungime a
plantulelor s-a realizat prin masurarea individuald a fiecarui organ embrionar, si anume,
radacinita, hipocotil si cotiledoane, pentru fiecare plantula, iar prin insumarea primelor doua,
s-a calculat lungimea intregii plantule. Ulterior, am calculat valorile medii ale acestor
parametrii, la fiecare varianta experimentala, martorul (V5) fiind lotul tratat cu apa distilata.

Masuritorile privind acumularea de biomasa proaspata au fost efectuate pe un
numir de 10 plantule/varianta de lucru, alese randomizat, in cea de-a 11-a zi de germinatie. In
acest sens, plantulele au fost recoltate de pe substrat cu ajutorul unei pensete, tamponate cu o
bucatd de hartie de filtru pentru absorbtia apei excesive, si apoi cantarite cu ajutorul unei
balante analitice. Experimentul a fost derulat in perioada februarie-martie 2024.

REZULTATE SI DISCUTII

Pentru monitorizarea germinatiei (Fig. 2), in a 3-a si a 4-a zi de la punerea semintelor de
ridiche rosie la germinat, am numarat semintele germinate in fiecare lot experimental si am
calculat procentul acestora, din totalul de 100. Astfel, in acest moment al experimentului,
procentul de germinatie la majoritatea variantelor experimentale a fost de 100%, cu exceptia
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variantei V4, la care, extractul apos de hrean in concentratie de 100%, a inhibat cu 12%
procentul de germinatie a semintelor. Insd, in cea de a 4-a zi de germinatie, si la aceastd
variantd de lucru a fost marcat un procent de germinatie de 100%, ceea ce ne determina sa
afirmam faptul ca, extractul apos de hrean nediluat a manifestat un usor efect alelopatic
inhibitor care a determinat intarzierea germinatiei semintelor de ridiche rosie cu o zi,
comparativ cu lotul martor.

m33-azi mad-azi

100 100 100 100 100 100 100 100

100
V1 V2 V3 V4 V5

Figura 2. Monitorizarea ratei germinatiei la 3 si 4 zile de la punerea la germinat, in functie de variantele
experimentale testate: V1 — 25% extract; V2 — 50% extract; V3 — 75% extract; V4 — 100% extract si V5 — apa
distilata (martor).

Conform unor studii recente privind germinatia semintelor de ridiche (Raphanus sativus
L. var. oleiformis Pers.), extractele majoritatii speciilor de buruieni testate au manifestat o
inhibare puternica a germinatiei semintelor [15].

Referitor la masuratorile biometrice efectuate, in ziua a 9-a de germinatie, comparativ
cu masuratorile plantulelor variantei martor, in cazul variantei V1, solutia cu concentratia de
25% extract de hrean a stimulat cresterea in lungime a plantulelor de ridiche rosie cu aprox.
30% (Tabelul 2).

Tabelul 2. Valorile medii ale masuratorilor biometrice ale organelor plantulelor de ridiche rosie, determinate in a
9-a zi de la punerea semintelor la germinat, in functie de variantele experimentale testate: V1 — 25% extract; V2
—50% extract; V3 — 75% extract; V4 — 100% extract si V5 — apa distilata (martor).

Varianta Radacinita Hipocotil Cotiledoane Talie plantula
experimentali (cm) (cm) (cm) (cm)
V1 4,17 2,87 1,22 8,26
V2 2,91 1,77 0,80 5,48
V3 1,19 2,10 0,74 4,03
V4 2,00 1,68 0,58 4,26
V5 3,07 2,29 0,99 6,35

Exprimata procentual, cresterea in lungime a plantulelor de ridiche rosie, la loturile
tratate cu extract de hrean, comparativ cu varianta martor, a fost inregistrat un efect alelopatic
inhibitor, scaderile marcate fiind: la varianta V2 — de 13,74%, la V3 — de 36,54%, iar la V4 —
de 32,92%.

Referitor la efectele extractului de hrean inregistrate la nivelul fiecarui organ vegetal,
pot fi desprinse urmatoarele aspecte: la nivelul radacinitelor — la V3, efectul alelopatic a fost
maxim, cresterea fiind inhibata cu 61,24% fata de martor; la nivelul hipocotilelor — la V4 a
fost inregistratd 0 diminuare a cresterii in lungime cu 26,64% fata de martor; la nivelul
cotiledoanelor — la V4 a fost sesizata o scadere cu 41,42% a cresterii in lungime (Fig. 3).
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Figura 3. Rezultatele procentuale ale masuratorilor biometrice ale organelor plantulelor, in ziua a 9-a de
germinatie, raportate la rezultatele variantei martor, considerate 100%.

Efecte alelopatice inhibitorii privind cresterea in lungime au fost semnalate si de alti
autori in cazul plantulelor de porumb si floarea-soarelui. Astfel, lungimea plantulelor,
lungimea radacinii si masa proaspatd a plantulelor, la aceste specii, au inregistrat modificari
odatd cu cresterea concentratieci de extracte apoase de Ficus benghalensis la care au fost
expuse [10].

In ceea ce priveste masuritorile de masi proaspati, am sesizat faptul ci, biomasa
proaspata a plantulelor de ridiche rosie, acumulata in cazul fiecarei variante experimentale,
difera in functie de concentratia extractului de hrean la care au fost expuse pe parcursul
germinatiei si cresterii (Tabelul 3).

Tabelul 3. Rezultatele masuratorilor gravimetrice, din ziua a 11-a de germinatie.

] : . Masa proaspita
Varianta experimentala P P

(9
Vi1 1,18
V2 0,50
V3 0,76
V4 0,56
V5 0,77

Astfel, daca raportam procentual acumularea de biomasa proaspatd a plantulelor de
ridiche rosie a diferitelor variante de lucru la valorile obtinute in cazul variantei martor
(considerata 100%), extractul de hrean in concentratie de 25% manifesta un efect stimulator
asupra acumularii de biomasa proaspatd, masa proaspata a plantulelor din V1 fiind mai mare
cu 53,24%. In cazul variantei V3, nu au fost raportate variatii foarte mari de masa proaspita,
comparativ cu valorile determinate la lotul martor (V5), considerate 100% (Fig. 4).

Concentratiile de 50% si de 70% ale extractului de hrean au manifestat efecte inhibitorii
asupra acestui parametru, in ziua a 11-a de germinatie, scaderea in biomasa proaspata sesizata
fiind: la V2 - de minus 35,07%, iar la V4 - de minus 27,28%.

Mai mult decat atat, am sesizat modificari de aspect in functie de concentratia extractului
de hrean aplicata corespunzator fiecarei variante, radacinitele plantulelor de ridiche rosie, dar
si hipocotilele acestora fiind puternic contorsionate (Fig. 5).
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Figura 4. Rezultatele procentuale ale masuratorilor privind masa proaspata a plantulelor de ridiche rosie, in ziua
a 11-a de germinatie, raportate la rezultatele variantei martor, considerate 100%.

Figura 5. Aspecte ale plantulelor de ridiche rosie, in cea de-a 9-a zi de germinatie.

Inhibarea germinatiei, a cresterii timpurii si a biomasei proaspete la ridiche a fost
semnalatd si de alti autori, care au aratat faptul ca, in functie de soi, extractele apoase din
frunzele de Solidago canadensis L. scad germinatia si cresterea la plantulele de Raphanus
sativus L. [11].

Aceste rezultate, privind efectul alelopatic preponderent inhibitor al extractului apos de
hrean asupra germinatiei si cresterii plantulelor de ridiche rosie, sunt similare cu cele obtinute
de alti autori, pe seminte de ridiche de luna [6], sau pe seminte de mazare si de castraveti [5],
respectiv, cu cele privind efectul alelopatic al extractelor apoase din tulpinile si frunzele unor
Apiaceae asupra germinatiei semintelor si a cresterii organelor plantulelor de mustar alb [14].

8
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CONCLUZII

1. Asupra germinatiei semintelor, efectul alelopatic inhibitor a fost prezent numai in
ziua a 3-a de germinatie, in cazul aplicarii unei solutii nediluate de extract apos de hrean.

2. Asupra cresterii in lungime a plantulelor, rezultatele au relevat faptul ca o
concentratie de 25% de extract de hrean, in ziua a 9-a de germinatie, a avut un efect alelopatic
pozitiv, stimuland cresterea intregii plantule, fata de varianta martor. Concentratiile de 50%,
respectiv de 100% au inhibat puternic cresterea in lungime a plantulelor, fata de varianta
martor.

3. Asupra acumularii de biomasa proaspata a plantulelor de ridiche rosie, in cea de-a 11-
a zi de germinatie, tratamentul cu concentratia de 25% de extract de hrean a avut, de
asemenea, un efect stimulator, masa proaspata a plantulelor fiind mai ridicata, comparativ cu
cea identificata la lotul martor. La celelalte variante experimentale s-a manifestat un efect
alelopatic inhibitor, in general, direct proportional cu concentratia extractului de hrean
folosita.
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DETERMINAREA CONCENTRATIEI UNEI SOLUTII NECUNOSCUTE DE
SULFAT DE CUPRU
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Rezumat: /n aceastd lucrare s-a determinat concentratia ionilor de cupru dintr-o probd e sulfat de cupru necunoscutd
din laborator. Scopul a fost sa se afle concentratia acestei solutii pentru a putea fi utilizata ulterior in alte experimente.
Pentru determinarea concentratiei s-a ales metoda de complexare cu EDTA, iar studiul s-a realizat in mediu acid, la pH
3, in solutie tampon de acid acetic cu acetat de sodiu. Metoda utilizatd in acest experiment a fost o titrare colorimetricd
efectuata la 750 nm

Cuvinte cheie: cupru, colorimetrie, titrare

INTRODUCERE

O metoda foarte versatila a analizei instrumentale este titrarea colorimetrica, care este foarte
utild in cazul in care fie unul din reactanti sau produsul de reactie este colorat. Disparitia culorii sau
formarea unui compus de culoare diferitd fatd de cea a reactantilor permite urmadrirea reactiei
chimice si analiza cantitativd a unuia dintre componenti prin metoda titrarii fotocolorimetrice.
Avantajul acestei metode este ca se pot folosi cantitati mici de reactant, iar analiza decurge cu o
precizie foarte mare. Fatd de metodele volumetrice, tehnicile colorimetrice efectuate la
spectrofotometru permit determinarea de concentratii mai mici de substante , de ordinul 10 mg/mL
[1-3].

In metoda titrarii colorimetrice se determind variatia absorbantei solutiei initiale titrate la
adaugarea de reactant de titrare. Rezultatul va fi un grafic realizat din doud drepte. Prima dreapta
corespunde reactiei chimice evidentiata prin consumarea reactantului colorat sau prin formarea unui
compus de alta culoare [2-5]. Cea de-a doua panta este asociata adaugarii reactantului de titrare in
exces si poate avea o pantd usor negativa, daca s-a urmarit colorimetric consumarea reactantului,
sau o panta slab pozitiva, in cazul in care s-a urmarit formarea produsului de reactie. Punctul de
intersectie a celor doud drepte corespunde atingerii echivalentei reactiei chimice, In care s-a
consumat Intreaga cantitate de reactant titrat si permite determinarea volumului de reactant de
titrare necesar desfasurdrii complete a reactiei chimice. Pe baza acestei valori se poate obtine prin
calcule concentratia reactantului analizat, care a facut obiectul titrarii in acest caz [4-6].

Analiza fotocolorimetricd se bazeaza pe principiul lui Lambert-Beer, conform caruia lumina
care trece printr-o cuva de sticlad in vizibil la o0 anumita lungime de unda este partial absorbita de o
solutie colorata. Lumina absorbita are culoarea complementard lungimii de unda la care se face
absorbtia. Conform legii lui Lambert-Beer cantitatea de lumina absorbitd este direct proportionala
cu concentratia solutiei, altfel spus, absorbanta unei solutii colorate va fi cu atat mai mare cu cat
concentratia compusului colorat din solutie este mai mare. Legea lui Lambert-Beer este [7, 8]:

Unde

A=c-1l-c (2

unde

€ este absorbtivitatea molard a compusului analizat si este o valoare care depinde de natura
compusului care absoarbe la o anumita lungime de unda;

[ este grosimea cuvei, egald cu 1 cm;

C este concentratia componentului analizat

In aceasta lucrare ne-am propus si determinim concentratia molara a unei solutii de sulfat de
cupru preparatd in laborator in urma cu ceva timp. Am dorit sd aflaim aceastd informatie pentru a
putea utiliza In continuare solutia in experimente efectuate ulterior in laborator cu studentii, fara a fi
pusi in situatia de a trece acest reactiv la deseuri, deoarece procesul de distrugere a deseurilor este
destul de toxic pentru mediu si costisitor.
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Metoda aleasa a fost una de determinare a concentratiei ionilor de cupru din proba de sulfat de
cupru de concentratie necunoscuta prin titrare cu complexon III in mediu acid. Complexonul III
numit etilendiaminotetracetat de sodiu este sarea unui tetraacid, cu capacitate complexanta foarte
puternica pentru un numar foarte mare de cationi, de la ionii de calciu si magneziu, responsabili
pentru duritate, pana la un numar foarte mari de cationi ai metalelor tranzitionale, ca fier, cobalt sau
cupru. Formula sa structurald este prezentatd mai jos, ca si cea a complexului format cu ionii de
cupru (+2) [9-11].

o
o)

o*\

_ o}

O O HI\ - ‘ /\[/
/\V/N T j ’

-om) By \H
complexon Il Cu(ll)-complexon 111

Reactia chimica dintre complexon I1I si solutia de sulfat de cupru cu formarea complexului de
mai sus, in mediu acid, la pH 3 este:

CeH;N,(COO™Nat), + Cu™? + H,0 a [CeHyoN,(CO0),Cut?(H,0)]72 + 4Nat (1)

Se poate observa ca reactia este una in care o moleculd de complexon III reactioneaza cu un
mol de solutie de sulfat de cupru si c@ prin complexare un ion de Cu (II) va lua locul celor 4 ioni de
sodiu 1n conditii de pH acid [12, 13].

Titrarea spectrofotometricd reprezinta o grupa de metode titrimetrice de analiza in care
punctul final al titrarii se determini dupd misurarea absorbantei solutiei. In aceasti metodad se
folosesc toate reactiile ce corespund analizei titrimetrice: reactii acido-bazice, de sedimentare, de
oxido-reducere si, indeosebi, de complexare.

PARTE EXPERIMENTALA

Cu o pipetd se scot 5 ml din solutia de sulfat de cupru necunoscutd, careia dorim sa 1ii
determinam concentratia, si se trec cantitativ intr-un balon cotat de 50 mL. Peste se adauga 5 ml
solutie tampon pH 3, obtinut prin amestecarea a doud solutii de acid acetic si acetat de sodiu de
concentratie 1 M, si se aduce amestecul obtinut la volum prin adaugare de apa distilata. Se inchide
balonul cotat cu un dop si se lasad sa se omogenizeze timp de o jumatate de ora.

Circa 4,0 ml din solutia de analizat obtinuta se trec cu pipeta in cuva spectrofotometrului si va
servi ca proba martor. Se determind absorbanta probei martor fata de apa distilata la 750 nm.
Valoarea obtinutd pentru proba martor se va scadea din toate valorile absorbantelor urméatoare citite
fata de apa distilata.

Din balonul cotat cu amestecul de proba de sulfat de cupru si solutie tampon pH 3, se scot 20
mL de solutie cu o pipetd si se trec Intr-un pahar Berzelius in care se giseste un pestisor magnetic.
Paharul se asaza pe plita agitatorului magnetic.

Sub agitare se titreaza cu solutia de complexon Il 0,05 M. Se adauga cu o micropipeta 0,2
mL de solutie de complexon III 0,05 M 1n paharul cu proba. Dupd omogenizare prin agitare, cam la
un minut se scot 4 mL de amestec de reactie cu o pipeta si se trec intr-o cuva de sticld. Se determina
absorobanta probei la 750 nm, fata de blankul de apa distilata. Rezultatul se corecteaza tindnd cont
de absorbanta probei martor, astfel:

Aprob‘a = Aprob‘a citita Amartor (3)
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Proba din cuva de sticla se recupereaza dupa citire in paharul Berzelius cu amestecul de
reactie. In acesta, sub agitare se mai adaugi 0,2 mL de complexon IIT 0,05 M cu micropipeta. Se
agitd un minut si se trec din nou 4 mL 1n cuva si se face o a doua citire fatd de apa distilata la 750
nm. Rezultatul obtinut se corecteaza conform ecuatiei (3). Dupa citire solutia din cuva de sticla se
recupereaza in paharul Berzelius.

Experimentul se repetd pand se observa dupa un numar succesiv de minim cinci masuratori
o schimbare semnificativd iIn modul in care variazd absorbanta de la o determinare la alta. Se
urmareste sa se treaca semnificativ de punctul de echivalenta al reactiei chimice astfel Incat acesta
sd se poatd determina prin metoda grafica. Practic titrarea se considerd incheiatd Tn momentul in
care variatia de absorbanta a devenit nesemnificativa, aproape constanta.

Rezultatele obtinute pentru determindrile efectuate sunt inregistrate in Tabelul 1.

REZULTATE SI DISCUTII

Rezultatele obtinute la titrarea colorimetrica inregistrate in tabelul 1 ne aratd cum a variat
absorbanta probelor titrate dupd ce s-a scazut absorbanta probei martor, corespunzatoare solutiei
initiale de sulfat de cupru.

Din rezultatele obtinute se poate vedea cd la formarea complexului dintre ionii de Cu(Il) si
complexon III, absorbantele inregistrate la 750 nm au crescut usor datoritd culorii albastre mult mai
intense a complexului rezultat. Valoarea absorbantei practic creste pand la consumarea completa a
ionilor de Cu(Il) si legarea lor in complexul de tip diaminotetracetat prezentat in figura de mai sus,
din partea introductiva a lucrarii.

Pe baza rezultatelor obtinute in tabelul 1 s-a trasat graficul de variatie a aborbantei
amestecurilor de reactie cu volumul de complexon III 0,05 M adaugat. Punctele obtinute au condus
la un grafic, Figura 1, realizat din doua drepte cu un punct de intersectie corespunzator unui volum
de 1 mL de complexon III 0,05 M. Acesta a reprezentat volumul de complexon necesar titrarii a 20
mL din amestecul de solutie de sulfat de cupru si tampon acetat pH 3 preparat in balonul cota de 50
mL.

Tabel 1. Valorile absorbantelor obtinute la titrarea probei de Cu(II) cu solutia de complexon III 0,05 M la 750 nm
Nr. determinare | V complexon I11 0,05 M | Absorbanta
(mL) (750 nm)

1 0 0

2 0,2 0,034
3 0,4 0,056
4 0,6 0,085
> 08 0,114
6 1 0,138
! 1,2 0,136
8 14 0,135
9 16 0,134
10 1,8 0,133
11 2 0,132
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Determinarea concentratiei ionilor de Cu(ll) prin
titrarea cu complexon 11

Absorbanta (750 nm)

1 mL complexon 111 0,05 M
s-a utilizat |a titrarea a
20 mL proba Cu(ll)

0,5 1 15 2 5

Veamptexon 10,05 M (mL)

Figura. 1. Determinarea fotocolorimetrica a volumului de complexon 111 0,05 M utilizat pentru titrarea probei de sulfat
de cupru

Mai jos este prezentat algoritmul de calcul pentru determinarea concentratiei molare a probei
neetichetate de sulfat de cupru recuperatd din laborator. Calculele pleacd de la rezultatul grafic
obtinut care ardtat ca 20 mL din proba analizata in paharul Berzeliu cu continut de ioni de Cu(Il) s-a
folosit 1 mL de solutie de complexon III 0,05 M in conditii de pH 3.

1) se determind numarul de moli din 1 ml complexon II1 0,05 M:
0,05 moli complexon III .................. 1000 mL (1L solutie)

x=0,05/1000=5-10" moli complexon 11|

2) se determind numarul de moli de Cu(Il) din 20 mL solutie pe baza reactiei de mai sus:

1 mol complexon IlI................. 1 mol Cu ()

5-10° moli complexon I1I ................ y=5-10"moli Cu(ll)

3) se determind numarul de moli de Cu (II) din 50 mL solutie preparata de student
20 mL solutie ..........co.......... 5-10° moli Cu(Il)

50 mL soluti€ ......cccevenvennnnnennn X

x =220 = 1,25-10~* moli de Cu(ll)
4) se determind masa de Cu (II) din proba stiind ca Acy = 63,546 g/mol
Mcy = 1,25-10-63,546 = 7,94325 mg Cu (11)

5) se determind concentratia solutiei preparate exprimata in mg Cu(Il)/mL stiind ca pentru
prepararea solutie de 50 mL s-au folosit 4 mL din solutia initiala

7,94325 mg Cu(Il) .............. 5 mL solutie

Choertenrieitenieeteei et 1 mL solutie

c = 7,94325/5 =1,58865 mg Cu(Il)/mL

6) se determina masa de Cu(Il) dintr-un litru de solutie exprimata in grame
I mL solutie...........cc........ 1,58865 mg Cu(Il)
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1000 mL solutie ................. X
x=1000- 1,58865 mg=1,58865 g Cu (II)

7) se determina concentratia molara a solutiei de sulfat de cupru analizata, adica numarul de moli de
sulfat de cupru dintr-un litru de solutie:

m 1,58865
R Cuny _ O,GZSM

Cur = =
M Acuary 63,546

CONCLUZIE

Rezultatul final al determinarii concentratiei solutiei de sulfat de cupru neetichetata, gasita in
laborator a fost de 0,025 M. Avantajul metodei este cd a permis recuperarea unei solutii si ne-a
permis posibilitatea de a utiliza aceasta solutie in experimente viitoare. Rezultatul obtinut a indicat
ca aceastd metoda este foarte eficienta si precisa in determinarile cantitative.
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Rezumat: Carotenoidele sunt pigmenti galbeni, rosii sau portocalii care sunt raspandifi atat in regnul vegetal cat si in
cel animal. Ele insotesc clorofila verde a frunzelor si ierburilor regnului vegetal si sunt prezenti in multe flori, fructe,
seminfe sau raddacini. In numdr relativ mare, carotenoidele au fost identificate in tesuturile fotosintetizante (frunze,
tulpini, muguri etc.) si in cele nefotosintetizante (fructe, flori, seminte, radacini etc.) ale plantelor
superioare.Majoritatea celor 80 de carotenoide extrase din plante contin 40 de atomi de carbon. Doar cateva au
molecule mai mici, fiind probabil produsi de degradare oxidativa ai carotenoidelor.

Cuvinte cheie: carotenoide, culoare, plante, compozitie chimica, atomi de carbon.

INTRODUCERE

Denumirea de carotenoide provine de la cuvantul carotte (fr.) sau carrot(eng.) care inseamna
morcov. Carotenoidele sunt pigmenti galbeni, rosii sau portocalii care sunt raspanditi atat in regnul
vegetal cat si in cel animal. Ele insotesc clorofila verde a frunzelor si ierburilor regnului vegetal si
sunt prezenti in multe flori, fructe, seminte sau radacini. In numar relativ mare, carotenoidele au
fost identificate 1in tesuturile fotosintetizante (frunze, tulpini, muguri etc.) si In cele
nefotosintetizante (fructe, flori, seminte, radacini etc.) ale plantelor superioare. [1-2]

S-a observat, in urma unor cercetari efectuate pe plante, ca in tesuturile verzi fotosintetizante
se gisesc In mod constant patru carotenoide importante: b-carotenul in proportie de 40%,
violaxantina 18%, neoxantina 12%. Carotenoidele se gasesc si in licheni si alge.

Semintele plantelor superioare contin un numar foarte redus de carotenoide, in majoritatea
cazurilor evidentiindu-se luteina si urme de b-carotind. Un continut mai ridicat si mai variat de
carotenoide poate fi regdsit in semintele plantelor leguminoase - seminte de mazare, fasole verde
etc.). Semintele cerealelor sunt sdrace in carotenoide avand ca si pigment principal luteina, exceptie
facand porumbul. Carotina din morcov (Daucus carota) a fost izolata in stare cristalizata de
Wackenroder in 1831. lar Berzelius a studiat colorantul galben din frunzele tomnatice in 1937. Dar
Willstaetter a observant ca acest colorant este intotdeuna insotit de o hidrocarbura carotina C4 OHse
si de un diol inrudit cu aceasta xantofila C4 OH s602. Dupa ce s-a constatat ca exista o inrudire intre
carotenoide si vitamina A in 1928 studiul carotenoidelor a fost continuat de P. Karrer, R. Kuhn si L.
Zechmeister ducand in final la izolarea, stabilirea structurii si realizarea sintezelor principalelor
carotenoide.[2-3 ]

Majoritatea celor 80 de carotenoide extrase din plante contin 40 de atomi de carbon. Doar
cateva au molecule mai mici, fiind probabil produsi de degradare oxidativa ai carotenoidelor.
Numarul mare de duble legaturi conjugate le confera o culoare specifica care variaza de la galben la
portocaliu si de la rosu la violet. Pigmentii prezenti in tomate si in morcovi datorita prezentei in
molecula lor a dublelor legaturi conjugate sunt colorati in rosu. Carotenoizii care contin in
molecula lor oxigen (xantofilele) au culoare galbena. Prezenta dublelor legaturi in molecula
carotenoidelor determina o izomerie cis-trans. Ceea ce determina prezenta a numerosi izomeri
geometrici. Dar majoritatea carotenoidelor prezinta o configuratie trans. Lantul carbonic este
constituit din opt unitati izoprenice conferindu-le carotenoizilor solubilitatea in grasimi. De aceea,
acestea sunt numite si substante lipocrome. Toate carotenoidele absorb lumina in regiunea albastra
si ultravioleta a spectrului. [8]

Carotenoidele sunt molecule hidrofobice cu solubilitate mica, sau chiar deloc, in apa. Ele sunt
astfel de asteptat sa fie restrictionate de zonele hidrofobice in celula, precum interiorul
membranelor, exceptand cazul in care in asociatie cu proteine sunt prezente intr-un mediu apos.
Grupele polare functionale altereaza interactiunea cu alte molecule.[3]
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Catena izoprenica a carotenilor se termina la cele dupa extremitati cu doua cicluri iononice.

Din care unul poate avea o structura a-iononica, iar celalalt este de regula un ciclu f-iononic.

Ciclul B-iononic este necesar pentru caroteni care indeplinesc functia de provitamine A.

Pana in prezent au fost izolate circa 70 de carotenoide si a fost determinata structurd a cica 50 dintre
ele. Majoritatea au molecule compuse din 40 atomi de carbon si numai cateva au molecule mai mici.
Acestea sunt probabil produsi de degradare oxidativa ai carotenoidelor propriu-zise. [6]

Carotenoidele se Tmpart in hidrocarburi carotenoidice, C40H s6, si in derivati oxigenati ai
acestora (alcooli, epoxizi, oxizi furanoidici si cetone); o a treia grupd mai cuprinde cativa acizi
carboxilici, continand in molecula mai putin de 40 atomi de carbon. Crotina si xantofila, izolate de
Willstaetter si considerate ca substante pure, sunt, dupd cum au dovedit lucrdrile ulteriore,
amestecuri de mai multe substante izomere , asemanatoare. Numele de xantofile introdus de
Berzelius) a fost pastrat pentru a desemna grupa alcoolilor cu schelet carotenoidic [4]

Sistemul de legéturi duble conjugate este responsabil de absorbtia luminii in domeniul vizibil.
Izomerii geometrici ai carotenoidelor pot avea roluri biologice diferite. Majoritatea carotenoidelor
naturale sunt in configuratie lineara all-trans. Expunerea la lumina si/sau temperatura ridicatd poate
facilita izomerizarea uneia sau mai multor duble legaturi, de la forma trans- la forma cis-.
Diferentele Intre izomerii prezenti in alimente si cei prezenti in ser sau in tesuturile umane se pot
datora unei absorbtii selective sau unei izomerizari in vivo.

Deoarece luteina si zeaxantina nu sunt produsi de organismul uman,este necesara administrarea
unor suplimente alimentare bogate in astfel de pigmenti datorita proprietatilor deosebite pe care le
prezinta si a rolului esential pe care il indeplinesc in organismul uman. Astfel, pigmentii clasificati
in categoria celor maculari au capacitatea de a oferi protectia necesara fotoreceptorilor retinieni
impotriva deteriorarii fotochimice. Atunci cand ochiul nu prezinta carente de pigmenti carotenoizi,
acestia reusesc sa atenueze lumina cu lungimi de unda scurte, prin faptul ca functioneaza ca niste
filtre pentru lumina albastra.[ 5]

Exista suplimente bogate in oxicarotenoizi, care au capacitatea de a capta radicalii liberi.
Acestea, actionand in acelasi timp si ca niste antioxidanti, ofera protectie tesuturilor impotriva
deteriorarii oxidative provocate de lumina.

[ zeaxanthin
_ ; AOH

He [ Intein

Saciificial radical scavening

|:| isozeaxanthin

M canthaxanthin

B astaxanthin

Anti-oxidant (quench singlet oxygen)

2,2"-dihydroxycanthaxanthin

Figura.l. Structura chimica a unor carotenoide.
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MATERIALE SI METODE

Pentru separarea unor carotenoide am folosit : mojar cu pistil, cuva cromatografica, placi
cromatografice, aparat Soxhlet,agitator magnetic, amestec de solventi.
S-a studiat separarea si identificarea principalelor carotenoide dintr-un extract de frunze de mur
(Rubus fruticosus). Acest lucru s-a facut prin cromatografie pe strat subtire (TLC) .

Fig. 2. Fructe si frunze de mur

Frunzele, mugurii, radacinile si fructele au utilizari terapeutice in medicina umana si veterinara,
cultd si traditionald. Frunzele, mugurii, radacinile au proprietdti astringente, antidiareeice,
dezinfectante, spasmolitice. Efect favorabil in suprimarea spasmelor intestinale si ale cailor urinare,
impiedica inmultirea bacteriilor, precipitd proteinele si realizeaza o actiune hemostazica locala,
adjuvant 1n tratamentul afectiunilor inflamatorii acute ale intestinului, favorizeaza digestia.[5]

Frunzele contin:carotenoide, flavonoizi, acizi organici, inositol, arbutina, tanin, Vitamina C. In
scop terapeutic, se recolteaza lastarii si frunzele tinere, inainte de inflorit sau in timpul infloririi.
Frunzele sunt folosite in industria farmaceutica in compozitia unor preparate antidiabetice.

Prin cromatografia pe strat subtire (CSS), s-a facut o separare a principalelor carotenoide din
frunzele de mur ( Rubus fruticosus).

Etapele de lucru au fost :
- extractie
- separarea si identificarea principalelor carotenoide

REZULTATE SI DISCUTII
Carotenoidele sunt extrase din probe cu ajutorul solventilor organici miscibili in apa, in special
cu acetona.

Frunzele proaspat culese de Rubus fruticosus s-au lasat la uscat in conditii de intuneric
(intr-un dulap de laborator), la temperatura camerei, timp de o saptamana , apoi uscarea s-a
continuat la temperatura de 35° C pani la o masi de 60 % din masa initiald. Frunzele astfel uscate s-
au mdcinat foarte fin, Intr-un mojar cu pistil, pand la formarea unei pudre .Aceasta a fost supusa
extractiei cu acetona - etanol — apa distilata ( 3 : 1 : 1 V/V/V) timp de 3 ore, la intuneric pentru a
impiedica degradarea carotenoidelor si oxidarea in acest stadiu. Extrasul obtinut s-a filtrat, si s-a
evaporat pana la uscare in Rotovapor , fiind apoi resuspendat in eter etlilic.

Saponificarea a avut loc in solutie de eter, prin addugare de 20% NaOH in metanol, pand la o
concentratie finala de 10% V/V NaOH. Amestecul s-a agitat, timp de 2 ore, cu ajutorul unui agitator
magnetic, apoi carotenoidele au fost extrase de 2 - 3 ori, succesiv, cu eter etilic, pana la pana la pH
neutru. Astfel s-au eliminat sapunurile, extractul total de carotenoide a fost adus la un volum fix si
folosit pentru separarea cromatografica.

Concentratia totala de carotenoide din extractul total (TE) a fost calculata prin compararea
absorbantei A ( o max =450 nm ) cu o absorbanta specifica ( o =400nm).
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X =(AxXY x1000) : (2500 x 100) = AxY /250
unde : X - greutatea carotenoidelor din proba (mg)
Y - volumul probei (ml)
b) In vederea identificarii principalelor carotenoide prezente in frunzele de mur, extractul
total a fost supus unei analize cantitative, prin masurarea absorbtiei la 400 nm. S-a obtinut o
densitograma CSS, de unde s-au calculat valorile R¢ identificindu-se urmatoarele carotenoide
prezente in frunzele de mur: luteina si zeaxantina.

Zeaxantina este un antioxidant puternic care va protejeazi impotriva radicalilor liberi. In
exces, radicalii liberi va pot deteriora celulele, pot contribui la imbatranire si pot duce la progresia
unor boli precum bolile de inima, cancerul, diabetul de tip 2 si boala Alzheimer.[7]

Zeaxantina prezinta un rol deosebit de important in protejarea ochilor de efectele nocive ale
oxidarii si daunelor induse de lumina. Este un pigment de culoare galbena care se gaseste in centrul
maculei. Contributia pe care o are zeaxantina consta n construirea unui scut de pigment de culoare
galbend pentru a proteja celulele oculare de efectele nocive ale anumitor surse de lumind, cum ar fi
soarele.

Figura 3. Structura chimica a zeaxantinei

Luteina este o vitamind carotenoidd, un antioxidant natural extrem de important pentru
mentinerea unei vederi sandtoase. Luteina este pigmentul principal care se gaseste in zona centrald a
retinei, macula (pata galbend), o zona de sensibilitate vizuala maxima. Pe masurd ce imbatranim,
celulele cu pigment retinal devin mai putin eficiente, retina degenereaza si vederea centrald se
pierde treptat. Acest proces este cunoscut sub numele de degenerescentd maculara legata de varsta
(DMLYV). O cauza principald a degenerescentei maculare legatd de varsta este deteriorarea produsa
de radicalii liberi in lumina soarelui. Luteina este cea care intareste sistemul cardiovascular si
peretti capilarelor, prevenind maladiile cardiovasculare si arterioscleroza (afectiune ce se manifesta
prin Ingrosarea peretilor arterelor, sclerozarea si pierderea elesticitatii acestora). Astfel contribuie la
ameliorarea simptomelor asociate bolilor cardiovasculare si la diminuarea riscurilor de aparitie a
infarctului miocardic.[7]

Y
" | |
Pl W o 'I".:'"I i i

oy

Figura. 4. Structura chimica a luteinei

In vederea separarii si identificarii carotenoidelor din frunzele de mur s-au folosit placi cu
celuloza.

Pregatirea placilor de celuloza se face astfel: se cantaresc la balanta farmaceutica 15 g pulbere
de celuloza microcristalind (Merck) la care se adauga 40 ml apa si 7 ml alcool metilic.
Dacid suspensia de celuloza este preparatd numai in apa, dupa uscare stratul aderent al acesteia pe
suportul inert de sticla se fisureaza, ceea ce impiedica migrarea sistemului de faza mobild prin
intreruperea capilarelor formate de-a lungul fazei stationare. Suspensia formatd se supune
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omogenizarii folosind un agitator magnetic, timp de 25 minute la cald. Pasta omogena rezultata se
intinde cu ajutorul aparatului de intins straturi subtiri, pe placi de 20 X 10 cm, care in prealabil au
fost degresate pentru prizarea fazei stationare pe suportul inert. Placile astfel obtinute se lasa sa se
usuce la temperatura camerei, pe o suprafata perfect plana, timp de 24 ore, apoi in etuva la 800 C,
timp de 15 minute.
Grosimea stratului de faza stationara (celuloza microcristalind) a fost reglata la 0,3 mm.

b) In vederea obtinerii cromatogramei CSS, s-a aplicat cate 3 ul din solutiile standard ale celor
2 carotenoide, cu ajutorul unor micropipete, pe placi de sticld 10 x 10 cm. FElutia s-a efectuat intr-0
camera N — nesaturatd, folosind ca faza mobila sistemul format din eter de petrol — acetona (60 : 40
v/v), proaspat preparate si amestecate inainte de elutie, in raport de 1:1. Timpul de elutie a fost de
40 minute, iar distanta de migrare de 5 cm.

Dupa developare, placa a fost uscata mai intai, intr-un curent de aer cald si apoi pulverizata cu

o solutie de ninhidrind 2,5% in alcool etilic. S-a incilzit in etuva, la 70° C, timp de 20 minute,
obtinandu-se o culoare albastru - violet. S-a examinat in lumina UV, la 360 nm ,iar separarea
obtinuta se observa in urmatoarea cromatograma (fig.5).

N I
j | ﬁ
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ai . 28 : ;a (o

Figura. 5. Cromatograma CSS a extractului total. Carotenoidele identificate sunt:1-luteina; 2- zeaxantina;

CONCLUZII
Scopul acestei lucrari a fost acela de a gasi o metoda de extractie simpla, cuplata cu o metoda

de separare si identificare eficientd a carotenoidelor din extractul de frunze de mur, folosite in
industria farmaceutica,. Pe baza rezultatelor obtinute prin cromatografia pe strat subtire, este posibil
sd se evalueze compozitia cantitativa si calitativd privind carotenoidele din extractul vegetal de
Rubus fruticosus. Cromatografia pe strat subtire ofera unele avantaje semnificative comparative cu
alte metode cromatografice conventionale si anume: este simpld, relativ rapida, suficient de
sensibild si poate fi folosita fara un tratament special al probei.

Din cromatogramad se constatd ca pentru fiecare carotenoidd prezentd in extract, picul
corespunzator acestuia a crescut proportional cu contributia concentratiei fiecaruia din extract
Unii componenti apar mai intens colorati, altii mai putin intens, avand legaturd cu sensibilitatea
reactiei componentului dat cu reactivul utilizat.
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Rezumat: In aceastd lucrare s-a determinat raportul de combinare si constanta de stabilitate a unui complex dintre
ionii de argint si moleculele de amoniac. Raportul de combinare dintre amoniac si ionii de argint a fost obtinut in urma
unui studiu conductometric. Pentru gasirea constantei de stabilitate s-a utilizat un amestec de reactie cu exces de
amoniac, din care, prin titrare conductometrica cu o solutie de clorura s-a determinat concentratia ionilor de argint
ramagi in solutie necomplexati. Pe baza acestor date s-a putut determina concentratiile tuturor speciilor din solutia de
complexare, aflate in echilibru si s-a obtinut valoarea constante de stabilitate.

Cuvinte cheie: argint, amoniac, compus coordinativ, conductometrie

INTRODUCERE

Constanta de stabilitate in cazul combinatiilor complexe reprezintd un parametru foarte
important deoarece ofera informatii utile cu privire la gradul de disociere a complexului atunci cand
se gaseste in solutie apoasa si contribuie la determinarea reactivitatii combinatiei complexe [1-3].
Constanta de stabilitate depinde de natura cationului implicat, de natura liganzilor, dar si de
interactiunea care poate sa apara intre cei doi parteneri implicati in realizarea combinatiei complexe.

Studiul pentru aflarea constantei de stabilitate a unei combinatii complexe poate cuprinde
mai multi factori [4-7]:

a) determinarea raportului de combinare, care poate constitui un aspect foarte important atunci
cand cei doi parteneri, cationul metalic si liganzii se pot combina in mai multe rapoarte
caz ligandul ales este unul monodentat, molecula de amonlac, care cedeaza doar o pereche
de electroni, raportul de combinare ales coincide cu numarul de coordinare [8-9].

b) Determinarea factorilor care intervin asupra formarii complexului si stabilitatii sale in
solutie apoasd, care pot fi: temperatura, pH-ul, prezenta anionului comun, daca este cazul,
exterior sferei de coordinare [2-4, 6-8]

Determinarea constantei de stabilitate, care se poate realiza pe mai multe cai, dupa metode

diferite in care se va tine cont de principii ale termodinamicii si cineticii reactiilor chimice.

Reactiile de formare a combinatiilor complexe sunt reactii de echilibru care decurg in mai multe

etape succesive, in care se leaga pe rand cate o molecula de ligand la ionul metalic central [1-5]
Conform datelor din literatura, ionii de argint pot forma cu moleculele de amoniac

complecsi cu numere de coordinare de la 1-4, iar constantele corespunzétoare de echilibru sunt

prezentate mai jos [3, 7]:

[AQ[NHS] ( )

Ag* + NHs = [Ag(NH)]*, By = o]

s R N [[AQ(NH3}2]+]
[Ag(NH3)] +NH3r[Ag(NHs>zl -ﬁz— CEANIT 2)

AG(NH3),]* + NHy 2 [Ag(NHy)s]*, By = — L0 0 Ha)al ")
[Ag(NH3),]" + 3 = [Ag(NH3)3]™, B3 [[Ag (NHa)] - [NH]()

+ e + [[AQ(NHa}q-] ]
[A.Q(N{'fs)s] +NH; = [Ag(NH3)4]", By = [[Ag (NHa)s] "] [NHa] 4)
In concluzie reactia globala la legarea unui numar n de molecule de amoniac si constanta de

stabilitate este:

[[4g(NHz)p]
Ag* +nNHy = [Ag(NH;)A1, B = By~ By B - By = 202l (5)

Constanta de stabilitate depinde de raportul in care se gasesc in solutie, la atingerea starii de
echilibru concentratiile de complex arginto-amoniacal cu concentratiile ionilor de argint si amoniac,
ramase in solutie, sub forma necomplexata.
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In aceasti lucrare ne-am propus si determinim urmatoarele:

1) Raportul de combinare dintre numarul de molecule de amoniac si cel de ioni de argint, adica
valoarea lui n, numarul de coordinare;

2) Sa aflam valoarea constantei de stabilitate a complexului arginto-amoniacal format

PARTE EXPERIMENTALA
1. Determinarea raportului optim de combinare dintre Ag(l) si amoniac prin metoda
conductometrica

Intr-un pahar Berzelius mic, asezat pe plita unui agitator magnetic se introduc 50 ml de solutie
de azotat de argint 0,01 M. Se porneste agitarea, se deschide conductometrul si se selecteaza
domeniul de lucru pentru determinarea conductivitatii. Se masoara conductivitatea initiala a solutiei
de azotat de argint din paharul Berzelius si se noteaza valoarea. Cu o pipetd se introduce 0,25 mL
din solutia de amoniac 1 M in paharul Berzelius cu proba de azotat de argint, se agita si se citeste
valoarea conductivitatii. Se repeta citiri succesive pentru diferite rapoarte de combinare, sub agitare.
Cu valorile obtinute pentru conductivitati se traseaza un grafic de variatie a conductivitatii in functie
de raportul molar de combinare NHs/Ag(I). Determinarea conductivitatii a fost realizata cu un
conductometru de tip InoLab Multi720 [10-11].

2.Determinarea constantei de stabilitate a complexului Ag(l) cu amoniac

Intr-un balon cotat de 50 mL se adaugi 10 mL solutie de de AgNOs 0,01M si 9 mL de
amoniac solutie de concentratie 2M. Amestecul se aduce la cotd cu apa distilata. Se inchide balonul
cu dop, se agitd amestecul si se lasa sa reactioneze la temperatura camerei timp de 10 minute. Dupa
10 minute amestecul de reactic se trece cantitativ intr-un pahar Berzelius. Se masoara
conductivitatea amestecului initial de reactie, apoi se titreazd cu o solutie de KCl 0,01 M sub
agitare. Titrarea se efectucaza conductometric utilizind multimetrul InoLab Multi720. Pentru
efectuarea titrarii conductometrice, solutia de KCI a fost adaugata in cuantumuri de cate 0,2 mL. S-a
reprezentat grafic variatia conductivitatii in functie de volumul de KCl1 adaugat [12].

Prin titrare conductometricd a solutiei de complex arginto-amoniacal au fost precipitati sub
formd de AgCl doar acei cationi de argint ramasi necomplexati la echilibru, in conditiile unui exces
substantial de ioni de amoniac. Reactia chimica de determinare a concentratiei de ioni de argint
liberi din solutie prin titrare cu KCl este:

Agt + KCl = AgCl L +K™ (6)

Deoarece s-a addugat amoniac intr-un exces semnificativ mai mare, echilibrul de formare a
ionului complex argintoamoniacal a fost mult deplasat spre dreapta, adica majoritatea cationilor de
Ag(I) au trecut sub forma de complex, iar concentratia cationilor liberi de argint in solutie a rdmas
foarte mica. In aceste conditii singurele metode de determinare a ionilor de argint liberi sunt cele
instrumentale, ca de exemplu metoda utilizata de noi, cea conductometrica.

REZULTATE SI DISCUTII
1. Determinarea raportului optim de combinare dintre Ag(l) si amoniac prin metoda
conductometrica
Din metoda conductometricd, din reprezentarea grafica a variatiei conductivitatii in functie de
raportul molar de combinare NHs/Ag"* s-a obtinut un grafic alcatuit din doua drepte cu un punct de
intersectie corespunzdtor unui numdr de coordinare egal cu 4, ceea ce corespunde unui ion complex
cu formula molecularda [Ag(NH3)4]". Asa cum se poate vedea in Figura 1, prima dreaptd este
descendenta si corespunde unei scaderi a conductivitatii la adaugarea de amoniac. Aceasta scadere a
conductivitatii amestecului de reactie este datorat formarii ionului complex, cu o mobilitate ionica
mai micd decat cea a solutiei initiale de ioni de argint, care sunt prinsi prin coordinarea moleculelor
de amoniac. A doua pantd este una ascendentd datoritd adaugarii solutiei de amoniac In exces,
situatie in care contributia la conductivitate este asociatd mobilitatii mai mari a ionilor amoniu si
hidroxid din solutia apoasa a amoniacului.
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Determinare raport molar de combinare
NH3/Ag(l)
1260

1250
1240
1230

1220

Conductivitate (microS/mL)

1210

1200

Raport molar de combinare NH3/Ag(l)

Figura 1. Determinarea raportului de combinare dintre amoniac si cationii de Ag(I) la formarea complexului
coordinativ

Reactia chimice care au avut loc, conform datelo obtinute din experimentul de mai sus este:
AgNO; + 4NH,OH 2 [Ag(NH;),]NO; + 4H,0 (7)
Conform datelor obtinute mai sus, reactia generala utilizata pentru determinarea constantei de
stabilitate este:
Ag*® +4NH; = [Ag(NH3),]* (8)
Constanta de stabilitate a complexului pentru reactia de mai sus devine:

B _ [AE[NH3}4 ( )

[Ag+] NHz]*

S-a determinat volumul de KCI 0,01 N utilizat la titrarea ionilor de argint prin metoda
conductometrica, fiind la punctul de intersectie a dreptelor rezultate la titrare. In figura 2 se poate
Vedea ca la formarea precipitatului de cloruré de argint s-a inregistrat o crestere usoaré a mobilitétii
cregtere brusca la adaugarea solutiei de clorurd de potas1u in exces, aici 1ntrand in discutie si
mobilitatea suplimentara a anionilor clorura.

Titrarea Ag(l) cu KCl

0,92 mL KCI 0,01 M

0,5 1 15 2 25

Volum KCI0,01 M

Figura 2. Determinarea concentratiei de ioni de argint liberi din solutia de formare a ionului complex [Ag(NH3)4]" la
echilibru
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Din valoarea volumului solutiei de KCl 0,01 M utilizata la titrare se determind numarul de
moli de clorura egal cu numarul de moli de argint liberi in solutia de complex, conform reactiei (6)
de precipitare a clorurii de argint:
(Nag)(aq) = MeDtitrare = Ckar " (Ve)ka = 0,01+ 0,92 = 107% = 9,2+ 107° moli (10)

In concluzie, concentratia ionilor liberi de argint din amestecul de complexare obtinut in

balonul de 50 mL este:
[A9* (aq) = {“‘“f:"a‘“ = 9'2;]1_2;;”;“ = 0,184 - 1073 mol/L (11)
Concentratia initiald a ionilor de argint din balonul cotat de 50 mL, rezultata prin utilizarea a
10 mL solutie de AgNO3 0,01 M este egala cu:
[Ag*Jinitial = —— ZOHAN = 0'051‘3._110;03 © = 2-10% mol/L (12)
Mai mult, concentratia initiald a ionilor de argint se va gési In cea mai mare parte sub forma
de complex cu amoniacul, dar si sub forma liberd, necomplexata, datorita echilibrului de formare a
complecsilor. Toate cele trei forme sunt solubile in apa distilata:
[Ag* Tinitial = [A9%](aq) + [Ag(NH3),] (13)
Concentratia de ioni de argint complexati cu amoniacul, pe baza rezultatelor cumulate ale
ecuatiilor (10-13) devine:
[Ag(NH3),] = [Ag* Tinitial — [49™ ](aq = 27 1072 — 0,184 - 1073 = 1,816 - 1073 mol/L (14)
Amoniacul a fost adaugat in exces considerabil in amestecul de reactie comparativ cu solutia
de ioni de argint. In balonul cotat cu volumul de 50 mL s-au introdus 9 mL solutie de NHs 2 M,
ceea ce corespunde la o concentratie initiald echivalenta de ioni de amoniac de:

9mlL-2 1/L
[NH3]I'HI'!'I'CII = % = 0,36 HIOIKL (15)

In cazul amoniacului, ca si pentru ionii de argint, cantitatea initial a sa in urma complexarii
se gaseste sub forma de complex, de data aceasta Intr-un procent mai mic, si cea mai mare parte a
ramas in solutie necomplexat, conform ecuatiei de mai jos:

[NH3linitiat = [NH3](aq) + 4[Ag(NH3),4] (16)

In acest caz concentratia de amoniac rimasa libera in solutie devine:

[NH3l(aq) = [NH3linitia — 4[Ag(NH3),] = 0,36 — 4 - 0,001816 = 0,3600 — 0,0073 = 0,3527
[NH3l(aq) & [NH3linitian = 0,36 mol/L (17)

Concentratia ionului complex este de aproape 200 de ori mai micd decét cea a ionilor de
amoniac utilizati la prepararea sa, chiar dacd contributia acestora este de 4 ori mai mare decat cea a
ionilor de argint si implicit decat a cea a numarului de molecule de complex formate. In aceste
conditii concentratia initiald a moleculelor de amoniac variaza foarte putin la complexare cu ionii de
argint, astfel ca cea mai mare parte a moleculelor de amoniac se gasesc sub forma libera in solutie si
concentratia acestora se poate considera echivalenta concentratiei initiale a moleculelor de amoniac
(ec. 17).

Odata ce se cunosc concentratiile tuturor ionilor la echilibru se poate determina valoarea
constantei de stabilitate, j3:

- din ecuatia (11) s-au determinat ionii de argint liberi din amestecul de complexare:
[Ag"']{aq} = 0,184 -1072 mol/L
- din ecuatia (14) s-a determinat concentratia ionului complex:
[Ag(NH3),] = 1,816- 1072 mol/L
- din ecuatia (17) s-a aflat concentratia moleculelor de amoniac rdmase necomplexate in
amestecul de reactie:
[NH3](aq) = 0,36 mol/L
Inlocuind cele trei valori obtinute in ecuatia constantei de stabilitate (9) se obtine:
[Ag(NH3),] 1,816 - 1072 mol/L
~ [Ag*][NH3]* moi)¢
L

= 587,6 (L/mol)*
0,184 - 10~3 mol/L - (0,36 =
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unde Igp este 2,77, adica este o constanta de stabilitate de ordin aproape 3.
Toate rezultatele obtinute experimental si din calcule pe parcursul determinarii constantei de
stabilitate sunt centralizate in tabelul de mai jos:

Tabel 1. Determinarea constantei de stabilitate si concentratiile speciilor existente in solutia de complexare la echilibru

Vkal | Nk [Ag™] () [Ag Tinigal | [AG(NH3)s*] | [NHa]inigiar | [NH3]@g) | N | B lgB
M) | nag (mollL) | (mol) | (mol/) (mol/L) | (moliL)
(moli)
9,2 0,92*10°¢ | 0,184*103 | 0.002 1,816*103 0.36 0,36 4 | 5876 | 2,77
CONCLUZIE

In cazul formarii complexului [Ag(NH3)s]" constanta de stabilitate are o valoare mare de
587,6, adica este o constantd de stabilitate de ordin aproape 3, ceea ce aratd cd formarea
complexului ionilor de argint cu moleculele de amoniac este un complex foarte stabil, putin
disociabil in solutie apoasa, asa cum se poate observa si din cantitatea foarte mica de cationi de
argint liberi in solutia apoasa a complexului, identificati prin titrare conductometrica cu clorura de
potasiu. Experimente de tip titrare clasica, volumetrica cu solutie de clorura, efectuate in paralel nu
au putut evidentia formarea vizibild a unui precipitat de clorurd de argint, concentratia ionilor de
argint s-a aflat sub limita de detectie ochiometrica a acestuia.

Metoda conductometrica s-a dovedit a fi foarte utila atat la determinarea raportului de
combinare dintre amoniac si ionii de argint in obtinerea unui ion complex, cat si in aflarea
constantei de stabilitate a complexului.
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Rezumat: Excesul sau carenta unui mineral in compozitia solului are implicatii asupra culturilor posibile la suprafata
acestuia. Fierul, foarte raspdndit in scoarta terestrd, are rol in dezvoltarea plantelor, ceea ce impune 0 Cunoastere a
concentratiei acestuia in sol. In prezenta lucrare s-au analizat probe de sol prelevate selectiv, metoda de lucru aplicata
fiind spectrofotometria in VIS.

Cuvinte cheie: fier, sol, metoda spectrofotometrica.

INTRODUCERE

Sub aspect fizic, solul este format din particule solide de forme si dimensiuni variabile, iar din
punct de vedere chimic se poate afirma ca solul contine totalitatea substantelor chimice cunoscute.
Cantitatea si varietatea acestor substante raspandite in sol difera de la un sol la altul.

Solul este in interdependentd cu atmosfera, hidrosfera si biosfera. Ca urmare, cea mai mare
parte a substantelor chimice trec din sol in aer, dar mai ales 1n apa si vegetale. Consecinta fireasca a
acestui fenomen este incircarea mai mare sau mai mica a apei si plantelor cu diferite minerale. in
scoarta pamantului se desfasoard procese chimice si biologice. Fierul influenteaza fotosinteza,
fosforilarea oxidativa si metabolismul azotului, catalizeazd biosinteza pigmentilor clorofilieni si
carotenoizi. Fierul ajuns in sol la inceput se prezinta sub forma de flocoane, iar din cauza umezelii
si a reactiilor de oxido-reducere care au loc, precum si a scaderii pH-ului solului, trece sub forma
solubild. Tonii de fier dizolvabili se gasesc, in general, sub forma de bicarbonati sau complecsi
organo-metalici. Sub aceastd forma, fierul poate patrunde in apele de profunzime, determinand
cresterea concentratiei in acest element a surselor de apa.

Consumul de oxigen din apa este intens in procesele de oxidare a sulfurilor si a unor compusi
oxigenati din compozitia rocilor si minereurilor, care contin metale cu valente inferioare, ca: Fe?*,
Mn?*, etc. Prin oxidare, trec in ioni cu valente superioare, are loc slibirea legiturilor in reteaua
cristalind, avand loc descompunerea completd a substantelor oxidate, cu formarea de compusi noi,
solubili sau insolubili. Sulfatii, carbonatii, intrd in reactie cu apa, hidrolizeaza, avand loc
precipitarea cationilor metalelor sub forma de hidroxizi greu solubili. Dintre cationii care formeaza
oxizi si hidroxizi, cationii Fe?* prezintd o mare important pentru sol, deoarece trec usor in solutii
acide si Tn medii alcaline si precipitd sub forma unor depuneri cristaline de hidroxizi sau saruri
bazice sau neutre.

Excesul sau carenta minerald a solului va determina excesul sau carenta minerald a apei si
alimentelor vegetale, ceea ce se va rasfrange si asupra animalelor si, in final, asupra omului,
consumatorul tuturor acestor produse.

Accesibilitatea fierului pentru plante este influentata de pH-ul solului, de gradul de aeratie al
acestuia s1 de materiile organice din sol. Solubilitatea fierului creste in mediu acid, iar in cel alcalin
prezenta ionilor Fe?" este redusi. La un pH mai mare de 8 se inregistreazi carente de fier in sol, cu
consecinte grave asupra nutritiei plantelor.

Deficientd de fier apare mai ales in solurile reci, umede, in fazele de inceput ale cresterii, cand
activitatea microbiologicd si cresterea este limitatd. Pe masurd ce solul se incdlzeste, activitatea
microbiologica se amplifica, iar plantele pot absorbi mai mult fier. Totodata, printr-0 activitate
microbiologicd intensd se asigurd reducerea excesului de oxigen din solurile acide, iar unii oxizi si
hidroxizi ferici vor fi redusi si transformati in compusi ferosi solubili. In solurile alcaline, activitatea
microbiand poate produce suficient bioxid de carbon, care in reactie cu apa formeaza bicarbonati.
Ionii de bicarbonat absorbiti de catre plantd vor imobiliza fierul in interiorul plantei, ducand la
aparitia deficientei de fier in sol. Prezenta materiei organice este favorabild solului, deoarece
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microorganismele contribuie la descompunerea materiei organice, astfel, fierul legat sub forma de
compusi organici, va fi eliberat in forme mai usor de asimilat pentru plante.

MODUL DE LUCRU

Au fost prelevate probe de sol din judetul Bihor, din zona satului Sinlazar, in vederea
analizei continutului de fier. Punctele de prelevare sunt ilustrate in figura 1. Au fost selectate: o
zona destinata culturilor de porumb (punctele 1, 2 si 3), o zond din apropierea raului Barcau
(punctele 4, 5 si 6) si o0 zona langa 0 padure si un lac (punctele 7, 8 si 9). Probele de sol au fost
recoltate de la adancimi diferite, urmarindu-se daca existd o variatie a continutului de fier atat in
functie de loc, cat si de adancime.

o SO0 O

AY

190F , %

Sinlazar

Figura 1. Harta prelevarii probelor

Dupa uscarea probelor, acestea au fost cantarite, pregatindu-se esantioane de cate 10 g.
Fiecare probd a fost tratata cu 1 g de carbune activ si 25 ml reactiv Morgan. Solutia de reactiv
Morgan s-a obtinut prin amestecarea a 100 g acetat de sodiu cu 30 ml acid acetic glacial si apa
ultrapura intr-un balon cotat de 1 I. S-a agitat fiecare proba cu ajutorul agitatorului magnetic, timp
de 30 de minute. S-a filtrat apoi fiecare proba. Din filtrat s-au pipetat cate 10 ml si s-au introdus in
eprubete.

S-au pregatit 100 ml solutie de hidroxilamina de concentratiec 10% si 100 ml solutie de
ortofenantrolind 0,1%. In fiecare eprubeti s-a addugat solutie de hidroxilamina (0,5 ml) si solutie de
ortofenantrolind (2 ml). S-a agitat eprubeta dupa adaugarea fiecarui reactiv, dupa care s-a lasat 10-
15 minute pentru a se dezvolta culoarea, odata cu formarea complexului.

Metoda de analiza aplicata a fost metoda spectrofotometricd in VIS, pregatindu-se solutii
etalon de fier. Acestea, la fel ca probele de analizat, au fost tratate cu hidroxilamina si
ortofenantrolind. S-a preparat solutia stoc pentru fier prin cantarirea a 0,1404 g sare Mohr, care s-a
dizolvat in cca 40 ml apa ultrapura intr-un balon cotat de 100 ml; s-au adaugat 3 ml H2SO4 98% si
s-a completat la semn cu apa ultrapurd. 1 ml din aceasta solutie contine 0,2 mg Fe (II). Din solutia
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stoc s-a facut o dilutie cu reactiv Morgan, obtinand 50 ml solutie etalon de lucru cu 0,01 mg Fe la 1
ml solutie. Obtinerea solutiilor etalon si pregéatirea acestora in vederea analizei spectrofotometrice s-
a realizat conform datelor din tabelul 1. Principiul metodei spectrofotometrice de determinare a
fierului are la bazi faptul ci ionii de fier bivalent (Fe?*) reactioneazi cu ortofenantrolina cu care
formeaza un complex avand o coloratie rosie, ce absoarbe lumina la lungimea de unda de 510 nm,
fatd de o probd martor preparata din 10 ml reactiv Morgan, 0,5 ml hidroxilamina si 2 ml solutie de
ortofenantrolina.

Tabelul 1. Pregitirea solutiilor etalon in vederea analizei spectrofotometrice

Vol. solutie etalon de lucru, ml 0 0,5 1 2 4
Conc. Fe?*, ug 0 5 10 20 40
Volum reactiv Morgan, ml 10 9.5 9 8 6
Volum hidroxilamina 10%, ml 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
Vol. ortofenantrolina 0,1%, ml 2 2 2 2 2

REZULTATE SI DISCUTII

Curba de calibrare rezultatd pe baza celor patru solutii etalon este redatd in figura 2. S-au
determinat concentratiile de fier din probele de filtrat pe baza curbei de etalonare. S-a facut calculul
concentratiei raportat la 1 g proba de sol. Rezultatele obtinute pentru probele prelevate sunt
prezentate in tabelul 2, iar ilustrarea graficd a concentratiilor de fier din soluri in functie de
adancimea de recoltare este data in figurile 3, 4 si 5.
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Figura 2. Curba de calibrare la analiza fierului din sol

Tabelul 2. Rezultatele determinarilor

Adancimea, Locul Fe, Locul Fe, Locul Fe,
cm prelevarii | g /g sol prelevarii MO /gsol | prelevarii HJ /g sol
0-10 1 1,6627 4 7,7692 7 27,1360

10-20 1 1,5680 4 6,7041 7 15,4792
20-30 1 1,3076 4 4,4023 7 7,8343
0-10 2 4,9053 5 7,1183 8 24,6331
10-20 2 2,5502 5 8,3609 8 32,7869
20-30 2 2,5029 5 2,5621 8 18,5325
0-10 3 8,4437 6 11,2958 9 9,37278
10-20 3 6,5502 6 10,7100 9 7,76923
20-30 3 6,1775 6 4,7514 9 6,6449
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conc. Fe

adancime

m——nunct prelevare 1 punct prelevare 2 punct prelevare 3

Figura 3. Rezultate ale analizei fierului

Din figura 3 se observa o concentratie mai mare a fierului spre suprafatd, in probele de sol
prelevate de la adancimi de 0-10 cm, ceea ce este bine pentru culturi, intrucat plantele 1si asimileaza
fierul in jurul radacinii, in zona cultivata asigurandu-se astfel necesarul de fier.

In cazul probelor 4-6 prelevate din apropierea raului, concentratiile de fier sunt usor mai
ridicate (figura 4), ceea ce poate fi o consecintd a cresterii umiditatii solului. La proba selectata din
punctul de prelevare 9 se constatd valori ale concentratiilor de fier apropiate de cele din punctul 4
de colectare, pe cand la punctele de prelevare 7 si 8 se inregistreaza cele mai ridicate valori ale
concentratiilor de fier, cu atdt mai mari cu cat sunt mai apropiate de suprafata (figura 5). Totodata,
probele din punctele 7 si 8 au fost colectate din solurile cele mai apropiate de o sursa de apa. La
masurarea aciditatii acestor soluri, cel mai scazut pH s-a determinat la solurile din punctele 7 si 8.

In toate cazurile s-a observat o scadere a concentratiei de fier cu adancimea.
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>—&

conc. Fe
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~

0
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e nUnct prelevare 4 e punct prelevare 5 punct prelevare 6

Figura 4. Rezultate ale analizei fierului
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Figura 5. Rezultate ale analizei fierului

CONCLUZII

Fierul este oligoelementul cu cea mai mare disponibilitate in sol. Fierul este implicat in
procesele fiziologice ale plantelor, carenta sau excesul de fier din sol determinand dezechilibre in
sinteza clorofilei, in procesul de respiratie al plantelor. De aceea, in zone cultivate sau care sunt
explorate in vederea cultivarii, este indicata o verificare a concentratiei de fier din sol.

In prezenta lucrare au fost analizate spectrofotometric probe de sol prelevate dintr-0 zoni
agricola si din alte zone potential agricole situate de-a lungul raului Barcau. Experimental s-a
constatat o concentratiec mai mare a fierului la suprafata, valorile scazand odatd cu cresterea
adancimii. Se poate aprecia faptul ca valorile inregistrate la probele de sol de pe parcelele cultivate
se incadreaza in valori optime de concentratie pentru plante, iar cele din doua puncte de prelevare
de pe terenuri necultivate au indicat un exces al fierului in sol.
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Rezumat: In partea experimentald a acestei lucrdri sunt prezentate determindri spectrofotometrice ale continutului de
fier din sucul unor fructe cum ar fi: capsunile, afinele, portocalele, bananele, ananasul si rosiile chery. Ca reactiv de
culoare s-a utilizat tiocianatul de amoniu. Mdasuratorile au fost effectuate la 490 nm. S-a utilizat curba de etalonare
pentru determinarea cantitativa a Fe. S-a constata faptul ca cel mai mare conginut de fier il au strugurii rosii (0,42
g/100 g), urmat de capsuni (0,38 g/100 g) si ananas (0,31 g/100g). Cel mai mic continut de fier il au portocalele (0,12
g/100 g). Afinele, bananele si rosiile chery au un continut de fier mai modest (0,22-0,29 g/100g). Prezentul studiu releva
faptul ca fructele pot fi o importanta sursa de fier in dieta zilnica. Necesarul zilnic de fier pentru copii (cu varsta mai
mare de un an), variaza intre 8-11 mg, in functie de varsta. Astfel rezultd cd pentru asigurarea cantitatii necesare de fier
este suficient sa se consume zilnic 100 g portocale sau cca 20 g struguri sau capsuni, 50 g afine, banane sau rogii chery
si respectiv 35 g ananas.

Cuvinte cheie: Analiza spectrofotometricd, tiocianat de amoniu, fier

INTRODUCERE

Fierul este indispensabil organismului uman, formand substante compuse cum ar fi
hemoglobina si mioglobind, este cel mai utilizat metal in enzimele redox, care sunt implicate in
respiratia celulard, procesele de oxidare si reducere la organismele vegetale si animale, intrd 1n
organism prin aport alimentar si se pierde prin exfolierea continud a celulelor tractului digestiv,
urinar si a celulelor pielii. Acesta se stocheaza sub forma de feritind in celulele din splind, ficat si
maduva osoasd, iar o altd parte circuld in sange legat de transferind (o proteind de transport
specifica fierului).

O alimentatie bogata in fier asigurd o bund circulatie sanguind, prevenind astfel bolile
cardiovasculare. O cantitate insuficientd de fier in alimentatia zilnicd poate afecta modul in care
organismul foloseste energia. Fierul transportd oxigenul catre muschi si creier si este important atat
pentru performantele fizice, cat si mentale. In deficitul de fier, simptomele pot fi: oboseala cronica;
ameteala; cefalee; slabiciune musculara; dificultati de concentrare;afte bucale; unghii deformate;
piele palida; dificultati in respiratie; palpitatii.

Cele mai importante roluri ale fierului in organism, atat pentru copii, cat si pentru adulti
sunt: contributia la formarea normala a globulelor rosii si a hemoglobinei, asigurand astfel
transportul oxigenului in organism; contributia la functionarea normala a sistemului imunitar;
contributia la un metabolism energetic normal; este un nutrient cu rol esential in dezvoltarea
normala a functiei cognitive la copii; alimentatia- cea mai buna metoda pentru a asigura necesarul
zilnic de fier.

Sursele alimentare de fier sunt ficatul si organele animalelor, carnea slaba de vita, legumele
verzi precum broccoli-ul, varza, spanacul fiert, fasolea verde, dar si leguminoasele precum fasolea
boabe si lintea sau tofu. Alte surse de fier sunt ciocolata neagra, stridiile si cerealele imbogatite cu
fier. O importanta sursa de Fe pentru dieta zilnica, mai ales a copiilor, o reprezinta fructele.

In partea experimentald a acestei lucriri sunt prezentate determindri spectrofotometrice ale
continutului de fier din sucul unor fructe cum ar fi: capsunile, afinele, portocalele, bananele,
ananasul si rosiile chery. Ca reactiv de culoare s-a utilizat tiocianatul de amoniu. Masuratorile au
fost effectuate la 490 nm. S-a utilizat curba de etalonare pentru determinarea cantitativa a Fe.

FRUCTELE INVESTIGATE

Au fost luate in studiu sucul unor fructe cu continut ridicat de Fe, cum ar fi: struguri,
portocald, capsuni, afine, banand, ananas si rosii chery, care au fost achizitionate din supermarket in
luna aprilie 2024.
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MOD DE LUCRU
Prepararea sucului
Sucurile au fost colectate prin stoarcere si filtrate printr-o carpa ingustd de bumbac.
Identificarea Fe
Pentru indicarea prezentei fierului in sucurile analizate se foloseste ca reactiv de culoare
tiocianat de amoniu, datorita aparitiei culorii_ros\gxa ioniului complex [FeSCN]?".
A Iy
&)

Mr/’!“

Prepararea solutiei standard de Fe*S si a solutiilor pentru trasarea curbei de etalonare

S-au cantarit aproximativ 3,0 g FeNHs (SO4)12 H20. Sarea a fost fin mojarata si 2, 41 g din
aceasta au fost cantarite cu precizie la balanta analitica si transferate intr-un balon cotat de 100 mL.
S-a adaugat 20 mL acid sulfuric concentrat. Amestecul s-a pastrat minimum 12 ore In repaus.
Solutia s-a transferat intr-un balon de 500 mL si s-a adaugat treptat, sub continud agitare apa
bidistilata. Solutia se lasa in repaus pentru cca 3 zile pana la dizolvarea completa a sarii.

Utilizadnd o pipeta se transferd 20 mL solutie standard intr-un balon cotat de 200 mL si se
aduce la semn cu apa bidistilatd. Astfel s-a preparat o solutie de 0,001 M Fe*2,

Se prepari solutii de Fe*3 de diferite concentratii pentru a trasa curba de calibrare.

Pentru a prepara o solutie 2*10° M se pipeteazi 10 mL solutie standard 0,001 M intr-un
balon cotat de 500 mL, se adaugd 10 mL solutie acid sulfuric 0,1 M si se aduce la semn cu apa
bidistilati. Se prepari in mod asemindtor solutii cu concentratia de 4*10° M,6*10° M,8*10° M si
respectiv 10 *10° M, pipetind cate 20,30, 40 si respectiv 50 mL solutie standard 0,001 M (conform
tabelului).

Tabelul 1. Prepararea solutiilor pentru curba de etalonare

Concentratie solutie Fe*® Volum (mL) solutie standard 0,001 M Fe*? diluati in
balon cotat 500 mL

0 0

2X10° M 10

44105 M 20

6*10° M 30

8105 M 40

10%10°5 M 50

12X10°5 M 60

Prepararea solutiei de tiocianat de amoniu:
Se cantaresc 38 g tiocianat de amoniu si se dizolva intr-un balon cotat de 500 mL.

Prepararea probelor de analizat
Se cantdresc aproximativ 2-5 g pulpa fruct de analizat si se calcineazd direct in flacard intr-un
creuzet. Cenusa obtinuta se dizolva in 10 mL HCL 0,1 N sub agitare.

Trasarea curbei de etalonare
10 ml din fiecare solutie etalon Fe*® (miasurati cat mai precis utilizand un cilindru gradat sau o
pipetd) se introduc in pahare Berzelius. Se adauga 10 mL solutie de tiocianat de amoniu avand grija

32




STIINTE EXACTE SISTIINTE ALE NATURII, \ol. XV, 2024

sd facem adaosul la distanta in timp cat mai mica intre ele. Se amesteca bine solutiile. Se observa
aoaritia coloratiei rosii. Dupad 15 minute se masoard absorbanta solutiilor la 490 nm avand grija sa
se efectueze masuritorile cat mai rapid. Intensitatea culorii depinde de concentratia de Fe*2,

‘-‘xwvw
1
1
&3

0,8
0,6
04

0,2
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Figura 1. Curba de etalonare

Analiza spectrofotometrica
10 ml din fiecare solutie de analizat (mdsuratd cat mai precis utilizand un cilindru gradat sau o
pipetd) se introduc in pahare Berzelius. Se adauga 10 mL solutie de tiocianat de amoniu avand grija
sa facem adaosul la distanta in timp cat mai mica intre ele. Se amesteca bine solutiile. Se observa
aoaritia coloratiei rosii. Dupa 15 minute se masoara absorbanta solutiilor la 490 nm avand grija sa
se efectueze masuratorile cat mai rapid.

Calcularea continutului de Fe*®
Pentru determinarea continutului de Fe*® se utilizeaza curba de etalonare, de masa de proba (fruct
luata 1n analiza).

REZULTATE
Tabelul 2. Rezultate determinare Fe*® in probele analizate
Probi g Fe*3/100g g Fe*3/100 g
determinat experimental date din literatura

https://fdc.nal.usda.gov/fdc-
app.html#/food-details

Struguri rosii 0,42 0,36

Portocale 0,12 0,13

Capsuni 0,38 0,41

Afine 0,25 0,28

Banana 0,22 0,26

Ananas 0,31 0,29

Rosii chery 0,29 0,27

Dupa cum se poate observa cel mai mare continut de fier 1l au strugurii rosii (0,42 g/100 g),
urmat de capsuni (0,38 g/100 g) si ananas (0,31 g/100g). Cel mai mic confinut de fier il au

portocalele (0,12 g/100 g). Afinele, bananele si rosiile chery au un continut de fier mai modest
(0,22-0,29 g/100g)

CONCLUZII

Deoarece interesul populatiei cu privire la alimentatia zilnica sanatoasa si echilibrata, creste
pe an ce trece, creste si preocuparea cu privire la compozitia alimentelor pe care le consumam.
Copii reprezintd un important segment al populatiei. Dieta lor zilnica este foarte importanta pentru
buna lor dezvoltare. De multe ori dieta zilnica a copiilor este restransd datoritd preferintelor pe care
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le manifesta. Unii copii au dificultdti in a consuma carnea si legumele. Fructele Tnsa sunt prezente in
prferintele majoritatii copiilor. Prezentul studiu releva faptul ca fructele pot fi o importantd sursa de
fier in dieta zilnica. Necesarul zilnic de fier pentru copii (cu varsta mai mare de un an), variaza intre
8-11 mg, in functie de varsta (https://www.myfooddata.com/articles/fruits-and-vegetables-high-in-
iron.php).

Astfel rezulta cd pentru asigurarea cantitdtii necesare de fier este suficient sd se consume
zilnic 100 g portocale sau cca 20 g struguri sau capsuni, 50 g afine, banane sau rosii chery si
respectiv 35 g ananas.
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Rezumat: Eco-inhibitorii sunt substante prietenoase cu mediul, ce se obtin prin extractia lor prin diferite metode
in solventi alcoolici sau hidroalcoolici, cum ar fi macerarea sau extractia Soxhlet. Adaugati in cantitati mici eco-
inhibitorii scad sau anuleazd coroziunea metalelor in solutii apoase, prin formarea unui film ce se adsoarbe pe
suprafata metalului.

Cuvinte cheie: extract alcoolic, otel, inhibitori de coroziune

INTRODUCERE

Coroziunea materialelor metalice reprezinta un fenomen destul de problematic in
tehnologia modernd, avand impact atat asupra sigurantei si eficientei, cat si a costurilor de
intretinere. Prin definitie, coroziunea este procesul de degradare a metalelor ca urmare a
interactiunii acestora cu mediul inconjurator. Procesul implicd reactii redox la interfata
metal/nemetal, cu transfer de electroni prin metal si transport de ioni prin solutie [1]

Exista diferiti factori care influenteazd viteza de coroziune, dintre care: natura
metalului, compozitia electrolitului, starea suprafetei, presiunea, temperatura si viteza de
curgere a solutiei. Pentru a asigura eficienta si siguranta instalatiilor, combaterea coroziunii
este esentiala si implica alegerea materialelor potrivite, tratamente termice, mecanice sau
chimice, precum si utilizarea de acoperiri protectoare sau metode electrochimice de protectie.

Una dintre metodele de protectie cunoscute si utilizate o reprezinta tratamentul
mediului coroziv cu inhibitori de coroziune [1-6].

Ramura chimiei care promoveazd practici durabile in industrie, incluzand utilizarea
materiilor prime regenerabile si reducerea impactului asupra mediului, poarta denumirea de
chimia verde. In acest sens, inhibitorii de coroziune verzi sau eco-inhibitorii sunt caracterizati
prin lipsa compusilor toxici sau a metalelor grele si biodegradabilitate.

Asadar, eco-inhibitorii pot fi atat organici cét si anorganici, derivand din surse naturale
sau biologice, cum ar fi plantele sau medicamentele [2-6]. Acestia actioneaza prin formarea
unei pelicule protectoare sau prin adsorbtia la suprafata metalului, si sunt deseori clasificati ca
inhibitori micsti, avand o eficienta semnificativa in prevenirea coroziunii.

Studiile recente au investigat eficacitatea diferitelor extracte naturale ca inhibitori de
coroziune. De exemplu, extractele de coji de piersica, coaja de portocald, argan, frunze de
mahon sau uleiuri esentiale de plante au demonstrat capacitatea de a proteja metalele impotriva
coroziunii in medii acide[2-6]. Eficienta acestor extracte a fost evaluata prin diverse metode,
cum ar fi analizele gravimetrice, electrochimice si de pierdere in masa.

Prepararea eco-inhibitorilor din plante - extracte hidroalcoolice:

Procesul de preparare implica pregatirea unei solutii hidroalcoolice, cu un raport de 1:1
intre apd distilatd si alcool etilic p.a. Pentru fiecare tip de extract, s-a cantdrit o cantitate
specificd de planta uscata si s-a adaugat la solutia de apa-alcool. Tincturile au fost 1dsate la
macerat timp de 24 de ore la temperatura camerei, protejate de lumind pentru a preveni
oxidarea.

Dupa macerare, extractele au fost filtrate pentru a Indeparta materiile solide si au fost
depozitate in recipiente de sticla Intunecata la rece, pentru a preveni degradarea sub influenta
radiatiilor solare.
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Prepararea eco-inhibitorilor prin metoda Soxhlet

Metoda Soxhlet este o tehnica continud de extractie utilizata pentru a obtine substante
solubile din materiale solide sau semisolide, folosind un solvent adecvat. Procesul implica
introducerea materialului de extractie intr-un extractor, plasat deasupra unui solvent intr-un vas
inferior. Prin incalzirea solventului, acesta se evapord, trece prin materialul de extractie si se
condenseaza, colectand substantele solubile. Ciclul se repeta continuu pana cand substantele
dorite sunt complet extrase. Pentru prepararea eco-inhibitorilor, plantele uscate au fost
introduse 1n extractorul Soxhlet, iar alcoolul etilic a fost utilizat ca solvent. Procesul de
extractie a continuat timp de cateva ore, pana cand substantele solubile au fost complet extrase.

Figura 1. Metode de preparare a extractelor de plante

Metoda gravimetrica

Metoda gravimetrica constd In calcularea vitezei de coroziune a unui metal sau aliaj.
Determinarile gravimetrice se fac in timp, experimentele putand dura de la cateva ore, la cateva
luni in functie de sistemul metal/mediu studiat [1].

Viteza de coroziune sau indicele gravimetric se calculeaza din raportul dintre variatia
masei probei metalic (Am) si produsul dintre timpul (t) si suprafata probei (S) cu relatia:

Am
Veor= g 5 g/mzh (1)

REZULTATE EXPERIMENTALE

Un inhibitor este o substanta chimica care este folosita pentru a reduce rata de coroziune
a mediului coroziv prin adaugarea ei in cantitati mici. Inhibitorii pot provoca o reactie anodica,
o reactie catodica sau, ocazional, ambele. Desi sunt folositi pentru a preveni coroziunea
generald, multi dintre acesti inhibitori nu functioneaza bine atunci cand vine vorba de atacuri
localizate, cum ar fi coroziunea in crevasa.

In figura 2 este prezentatd dependenta vitezei de coroziune (indicele gravimetric) de
volumul de eco-inhibitor folosit, in intervalul de timp studiat de 1, respectiv 7 zile, in solutie
apoasa de HCI 1N.
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Indicele gravimetric - volumul de eco-inhibitor
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Figura 2. Variatia indicelui gravimetric functie de volumul de eco-inhibitor si timp.

CONCLUZII

Extractul de plante s-a dovedit promitator ca inhibitor de coroziune pentru sistemul
metalic ales otel carbon/solutie de HCI 1 N. Cu cat concentratia de eco-inhibitor a fost mai
mare, a scdzut viteza de coroziune (indicele gravimetric), vitezele se inscriu in intervalul 2.1 -
10.5 g/m*h, insemnand faptul cd metalul este oarecum rezistent la coroziune. Chiar si dupa 7
zile de la expunere, otelul carbon, se inscrie in aceeasi categorie, cu mentiunea cd valorile sunt
totusi mai mici. Se impun ca solutii: fie utilizarea unei concentratii mai mari de eco-inhibitor,
fie expunere mai indelungata, pentru a stabili daca rezistenta la coroziune creste in timp.

Aceste rezultate ofera o perspectiva promititoare pentru dezvoltarea ulterioara a acestor
eco-inhibitori si pentru aplicarea lor in industrie in vederea protejdrii materialelor metalice
impotriva coroziunii intr-un mod sustenabil si prietenos cu mediul.
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Rezumat: Lucrarea prezinta rezultatele analizelor spectrofotometrice pentru determinarea vitaminelor E si A din uleiurile de
cocos, masline si struguri. Aceste uleiuri vegetale sunt folosite la ingrijirea pielii, oferind acesteia un pH-ul optim pentru o piele
sandtoasa si ajutd la ingrijirea si prevenirea leziunilor pielii. Uleiurile studiate sunt importante datorita numeroaselor principii
active benefice care intrda in componenta lor. Pentru cd pielea intrd in contact cu diferite substante toxice, este foarte important
sd i se acorde o atentie speciald.

Keywords: analiza spectrofotometrica UV-VIS, ulei de cocos, ulei de masline, ulei de struguri

INTRODUCERE

Uleiul mineral este cunoscut sub mai multe denumiri diferite. Motivul este probabil
istoric, deoarece produsul a fost creat cu mult inainte de a fi implementat nomenclatorul comun.

Uleiurile vegetale fac parte din categoria cu cel mai mare continut in vitamine
liposolubile [1, 2], in principal vitaminele A si E.

Uleiul de masline provine din fructele arborilor de Olea Europaea L. Consta in principal
din acid oleic, cu cantitati mai mici de alti acizi grasi, cum ar fi acidul linoleic si acidul palmitic.

Uleiul de cocos este extras din miezul sau carnea nucilor de cocos - Cocos nucifera A.
mature recoltate din palmierul de cocos. Nuca de cocos este compusa din multi acizi grasi liberi,
inclusiv acid lauric (49%), acid miristic (18%), acid palmitic (8%), acid caprilic (8%), acid
capric (7%), acid oleic (6%), linoleic. acid (2%) si acid stearic (2%). Uleiul de cocos s-a dovedit
a fi la fel de eficient si sigur ca uleiul mineral atunci cand este aplicat ca creme hidratante pentru
xeroza usoard pana la moderata.

Uleiul din samburi de struguri provine din semintele de Vitis vinifera L. Este bogat in compusi
fenolici si vitamine. Cu toate acestea, aplicarea topica directd a uleiului de seminte de struguri pe pielea
umana nu a fost inca bine investigata.

Vitamina A determina functionarea optima a sistemului vizual, transcriptia genetica si
diferentierea celulelor embrionare, imunitatea generald a organismului, producerea si
dezvoltarea hematiilor, a sistemului osos si mentinerea normald a densitatii masei osoase.

Vitamina A interactioneaza cu microelementele din sistemul circulator, in special cu
zincul si fierul, zincul fiind implicat in mobilizarea rezervelor de retinol din ficat.

HsC CHs CHs CHs

\\\\OH

CHs

Figura 1. Structura chimica a retinolului
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Vitamina E intervine Tn metabolismul creatininei din muschi si in metabolismul hidratilor
de carbon, favorizand depunerea glicogenului in tesuturi. Lipsa vitaminei E din organism
produce degenerari musculare si sterilitate la ambele sexe. Se recomanda in afectiuni dermatice
(psoriazis, acnee), in distrofii musculare, circulatie periferica deficitara, etc.

Tocoferolul sau vitamina E se gasesc in cantitati semnificative in semintele de plante.

Structura chimica a tocoferolilor (figura 2) influenteaza direct asupra constantei de
neutralizare a radicalilor liberi, a-tocoferolul avand cel mai mare potential antioxidant (K =
4*106 I'mol™*-ct). Doza recomandati de incorporare in produsele alimentare constituie max. 300
mg/kg.

Figura 2. Structura chimica a a-tocoferolului

MATERIALE SI METODE
Dozarea vitaminei E (a-tocoferol) in uleiurile vegetale

Prima etapd in studiul cantitativ al vitaminei E prin metoda spectrometricd in UV-VIS a
fost trasarea dreptei de calibrare a vitaminei E.

Prepararea solutiilor pentru contsruirea dreptei de calibrare: 0,1g a-tocoferol-substanta
standard (masa exactd) se dizolva cu etanol absolut intr-un balon cotat cu capacitatea 100 ml
(solutia I).

In 5 baloane cotate cu capacitatea 10 ml se pipeteaza: 0,5 ml, 1 ml, 1,5 ml, 2 ml si 2,5 ml
solutie I.

Apoi, se adaugd in fiecare balon cotat cite 0,25 ml solutie de 2,2— dipiridil 0,25% s1 0,25
mL solutie de clorura de fer (III) 0,25%. Se agita si se aduce la cota cu etanol absolut.

Dupa masurarea absorbantele celor 5 solutii de calibrare la 520 nm, in cuve de 1 cm, fatd
de solutia martor: etanol absolut, dupa care s-a trasat dreapta de calibrare a a-tocoferolului.

Tabel 1. Valorile absorbantelor celor 5 solutii de calibrare la 520 nm.

Probe Solutia 1 Solutia2 | Solutia3 | Solutia4 | Solutia 5
Valoarea absorbantel | g 1508 | 01879 | 02507 | 03107 | 03676
Determinate la 520 nm
Concentratia 50 100 150 200 250
Vitaminei E (ug/ml)
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Dreapta de calibrare a a-tocoferolului
0 3A7A

=]
i

L]
[¥5)
[wi]
2]
1]
=

tha

[7%]

0 Zp07

o
(%]
LA

0,179

0 1P08

=
it
LA

Absorbanta
Lo ]
[

=]
o =2
oo}

=]

0 S0 100 150 200 250 300
Concentratia, pg/ml

Figura 3. Drepta de calibrare a a-tocoferolului.

Prepararea probelor de uleiuri vegetale

Pentru fiecare dintre uleiurile vegetale mentionate, la 0,1 ml ulei vegetal se adauga 0,25
mL 2,2-dipiridil 0,25% si 0,25 ml solutie de clorura de fier (III) 0,25%. Se agitd si se
completeaza pana la 10 ml cu etanol absolut.

S-au masurat absorbantele celor 3 solutii de probe din uleiurile vegetale de cocos, struguri
si masline la 520 nm, in cuve de 1 cm, fata de solutia martor: etanol absolut.

Tehnica dozarii vitaminei A din uleiuri vegetale constd in luarea a 0,19 proba de ulei
vegetal, care se completeaza la volum cu etanol absolut, in eprubeta gradata la 20 ml. Se citeste
absorbanta solutiilor obtinute la 325 nm, in cuve cu grosimea de 1 cm.Continutului de vitamina
A in uleiurile analizate se determina dupa formula: Ul/g = (A x 100 x 1900) /(g x 0,4), unde:

A — absorbanta solutiei la 325 nm;
g — cantitatea de solutie luata in lucru;
1900 — coeficientul de transformare Tn UI (unitati internationale).

REZULTATE SI DISCUTII
Absorbantele celor 3 solutii de probe din uleiurile vegetale de cocos, struguri si masline
la 520 nm, in cuve de 1 cm, fatd de solutia martor:

5 i 520 nm 4 nm 520 nim

Mo, of cycle: 1 0.38M Mo, of cycle: 1 0.2135

Figura 4. Absorbanta pentru uleiul de cocos Figura 5. Absorbanta pentru uleiul de struguri

4 iy 520 nm

Mo, of cycle: 1 01206

Figura 6. Absorbanta pentru uleiul de masline
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Cu ajutorul functiei dreptei de calibrare s-a determinat concentratia Tn mg/ mL a
vitaminei E din uleiurile vegetale analizate. Rezultatele obtinute sunt redate in tabelul 3.2 si
figura 3.13.

Tabel 2. Valorile absorbantelor celor 3 uleiuri vegetale la 520 nm.

Probe Ulei de cocos Ulei de struguri Ulei de masline
Valoarea absorbantei
Determinate la 520 nm 0,3811 0,2135 0,1206
Concentratia 266 118 49
Vitaminei E (ug/ml)

Din datele obtinute se observa ca cea mai mare concentratie de vitamina E a prezentat-0
uleiul de cocos. In figura 7 este prezentat nivelul concentratiei de vitamina E din uleiurile
vegetale.

Analiza a fost efectuata cu un spectrofotometru SPECORD PLUS 210, in cuve de cuart de
1 cm. O proba de ulei vegetal de 0,1 ml a fost diluata in prealabil de 1:10 si introdusa in cuva
spectrofotometrului, absorbantele fiind citite la 520 nm.

Concentratia
Vitaminei E (ug/ml) in celetrei uleiuri vegetale

300
250
200
150
100

50 ﬂ

O T T T T 1
Ulei de Ulei de Ulei de
cOCos struguri  masline

Figura 7. Nivelul concentratiei de vitamina E
din uleiurile vegetale.

Dozarea vitaminei A din uleiurile vegetale
S-au masurat absorbantele probelor din cele 3 uleiuri vegetale, ulei de cocos, ulei de
struguri, ulei de masline la 325 nm, in cuve de 1 cm, fata de solutia martor: etanol absolut.

, FirT 325 nm . Firf 325 nm

No.ofcycle: 1 10.0429 Mo ofcycle: 1 [0.1515

Figura 8. Absorbanta pentru uleiul de cocos Figura 9. Absorbanta pentru uleiul de struguri

5 rm 325 nm

Mo, of cycle: 1 niaa

Figura 10. Absorbanta pentru uleiul de masline

Cu ajutorul formulei: UI/g = (A-100-1900)/(g - 0.4)
4
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A — absorbanta solutiei la 325 nm; g — cantitatea de solutie luata in lucru;

1900 — coeficientul de transformare In Ul (unitati internationale), s-a determinat concentratia in
mg/ mL a vitaminei A din uleiurile vegetale analizate. Rezultatele obtinute sunt redate in tabelul
3. si figura 11.

Tabel 3.Valorile absorbantelor celor 3 uleiuri vegetale la 325 nm.

Probe Ulei de cocos Ulei de struguri Ulei de masline
Valoarea absorbantei
Determinate la 325 nm 0,0429 0,1515 0,1718
Concentratia 23797 76151 92315
Vitaminei A (Ul/g)

In figura 11. este prezentat nivelul concentratiei de vitamina A din uleiurile vegetale.

Concentratia
Vitaminei A (Ul/g) in cele trei uleiuri vegetale

o [

Uleide Uleide Uleide
cocos struguri  masline

Figura 11. Nivelul concentratiei vitaminei A din uleiurile vegetale.
Din datele obtinute se observa ca cea mai mare concentratie de vitamina A a prezentat-0
uleiul de masline.

CONCLUZII

Din varietatea de metode de determinare a acestor componente in uleiurile vegetale a fost
selectata metoda spectrofotometricd UV-VIS, fiind una simpla, exacta si accesibild. Prima etapa
in studiul cantitativ al vitaminei E prin metoda spectrometricd in UV-VIS a fost trasarea dreptei
de calibrare a vitaminei E . Cu ajutorul functiei dreptei de calibrare s-a determinat concentratia in
mg/mL a vitaminei E din uleiurile vegetale analizate.

in urma determindrii cantitative prin metoda spectrofotometrica UV-VIS a continutului
de vitamina E si A in uleiurile vegetale analizate, o concentratie mai mare de vitamina E a fost
regasita Tn uleiul de cocos 266 pg/ml si o concentratie mai mare de vitamina A a fost regasitd in
uleiul de masline.
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Rezumat: Lucrarea cuprinde importanta replanificarii tratamentului in radioterapia pentru cancerul ORL, oferind un
studiu de caz clinic pentru a ilustra acest proces. Se discuta metodele si materialele folosite pentru monitorizarea
pacientului, conturarea organelor la risc (OAR) pentru a minimiza expunerea structurilor sensibile, si necesitatea
ajustarii planului de tratament pentru a compensa modificarile anatomice care apar in timpul terapiei.

Cuvinte cheie: radiatii ionizante, radioterapie, 3D-CRT, replanificare, ORL, CT-SIM

INTRODUCERE

Cancerul din sfera ORL (otorinolaringologie), reprezintd o problema majora de sanatate,
fiind cel de-al 7-lea cancer ca incidentd, cu un numar aproximativ de 600.000 de cazuri noi si al 8-
lea privind decesele, implicand o varietate de tumori, la nivelul capului si gatului. Managementul
acestor tumori este complex si necesita o abordare multidisciplinara, care poate include chirurgia,
radioterapia, chimioterapia sau o combinatie intre cele 3 abordari si alte terapii adjuvante. In acest
context, replanificarea tratamentului devine o componentd criticd a strategiei de ingrijire a
pacientului, avand scopul de a adapta si ajusta planul terapeutic in functie de evolutia bolii si de
schimbarile anatomice sau clinice survenite pe perioada tratamentului.

Progresele tehnologice din domeniul radioterapiei, cum ar fi introducerea tehnicii de
planificare conformationald tridimensionald (3D-CRT), radioterapia cu modulare a intensitatii
(IMRT) si terapia cu arc modulatd volumetric (VMAT) , au facilitat o mai buna conformare a dozei
de radiatie la forma si dimensiunile tumorii, minimizand in acelasi timp doza la tesuturile sandtoase
din vecinatate.

In aceasti lucrare, vom explora motivele si beneficiile replanificirii tratamentului in
managementul tumorilor din sfera ORL, examinind aspecte precum impactul progresului tumoral
asupra planului terapeutic, metodele si tehnologiile disponibile pentru replanificare si implicarea
unei echipe multidisciplinare in luarea deciziilor. De asemenea, vom analiza provocdrile si
dificultatile asociate replanificarii tratamentului si strategiile pentru gestionarea acestora, in scopul
de a evidentia importanta si necesitatea acestei practici in asigurarea unei ingrijiri optime a
pacientilor cu cancer din regiunea ORL.

METODE SI MATERIALE

In cadrul acestei lucriri am avut in vedere realizarea unui studiu retrospectiv asupra
justificarii replanificarii tratamentului in managementul tumorilor din sfera ORL sub utilizarea celor
mai optime tehnici de tratament in cadrul radioterapiei, anume 3D-CRT, IMRT si VMAT, cu
focalizare asupra 3D-CRT-ului, in cazul unui pacient de sex masculin, Tnaintat in varsta. Acesta s-a
prezentat la Spitalul Clinic Municipal ,,Dr.Gavril Curteanu”, relatand prezenta unei umflaturi situate
in zona ORL. In urma diagnosticirii volumului tumoral de citre medicul oncolog, s-au intocmit
cinci planuri de tratament care presupun iradierea zonei cervicale, cu protejarea in acelasi timp a
organelor la risc, urmand ca pe parcursul fiecarui plan realizat sa intervind o serie modificari
anatomice suferite de catre pacient, rezultand replanificarea fiecarui plan in parte.

In urma diagnosticului pus, pacientul este supus unui CT-SIM cu ajutorul ciruia va avea loc
scanarea partii corpului care urmeaza sa fie tratata, obtinandu-se o reconstruire 3D a volumului de
tratament, marcand totodata si izocentrul acestuia. Pozitia pacientului din cadrul CT-SIM-ului, va fi
ulterior pozitia in care i se va livra tratamentul.

Dupa obtinerea imaginilor, medicul oncolog se ocupa de conturarea organelor la risc si a
volumelor tintd, urmand ca fizicianul medical s realizeze planul de tratament cu doza prescrisd de
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catre medicul in cauza. Planul va fi reanalizat pentru aprobare, ca in final pacientul sa beneficieze
de livrarea dozei prescrise.

Conturarea organelor la risc (OAR)

In urma simularii CT, medicul oncolog se ocupa de conturarea volumului tumoral, cat si a
organelor la risc. Pentru o delimitare cat mai precisd a volumului tintd, respectiv a organelor din
imediata vecindtate a dozelor de radiatie este utilizat sistemul de planificare Monaco (TPS -
treatment planning system) aferent acceleratorului Elekta, a carui software realizeazad si calculul
dozelor pentru planul de tratament (figura 1).

Max Dose: 73.207 Gy

Figura 1. Conturarea volumului tinta si a organelor la risc, imagine obtinuta din sistemul de planificare Monaco (TPS -
treatment planning system)

Planificarea si replanificarea tratamentului

Pacientul a fost planificat si tratat cu sistemul de planificare si tratament Monaco, asociat
acceleratorului Elekta, imobilizat cu o masca termoplastica personalizatd pentru cap si umeri fixata
in mai multe puncte de masa acceleratorului.

In urma scanirii CT si transmiterii datelor in software-ul computerului sunt definite cele trei
CTV-uri alaturi de o marja de eroare de cativa milimetri pentru preventia unei posibile recidive.
Planurile de tratament au fost optimizate pentru a se asigura ca 95% din CTV a primit 100% din
doza prescrisa. Astfel CTV 50 trebuie sa primeasca cel putin 47,5 Gy de radiatie, CTV 60 cel putin
57 Gy de radiatie, respectiv CTV 70 primeste o dozd de 66,5 Gy. Dozele totale asupra tumorii
primare au variat intre 50 si 70 Gy. De amintit faptul ca pacientul imediat dupa simulare CT a avut
de asteptat doua saptamani pana la primirea tratamentului, rezultdnd o crestere a volumului tumoral
in ziua tratamentului fata de scanarea initiala, solicitandu-se resimularea.

Asupra acestui caz s-a ales abordarea tehnicii 3D-CRT, contribuind cu modelarea precisa a
geometriei cdmpului de iradiere pentru a maximiza doza la volumul tumoral tintd (CTV), si a
minimiza expunerea organelor la risc (OAR).

Livrarea tratamentului conventional

Pentru livrarea radioterapiei, S-au respectat urmatorii pasi:

e pozitionarea pacientului pe masa de tratament utilizdnd dispozitivele de imobilizare si
verificarea pozitiei corecte prin imagini suplimentare (ex. imagisticd portald sau CBCT);

e livrarea radiatiei conform planului, utilizand aparatura de radioterapie (accelerator liniar);

e monitorizarea constantd a pacientului si a echipamentului in timpul fiecarei sesiuni de
tratament.
Procesul incepe cu stabilirea volumului tumoral care se doreste a fi iradiat, urmatd de
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determinarea cAmpurilor de iradiere, conform protocoalelor institutionale. In tratamentul cancerului
din zona ORL, acoperirea adecvatd a tumorii necesitd de obicei utilizarea unui numar mare de
campuri de iradiere. De obicei, se folosesc opt campuri, dar numarul poate creste panad la
saisprezece, in functie de protocolul specific al institutiei. Configurarea campurilor de iradiere
implica obtinerea unor cdmpuri mari si efectuarea calculelor necesare, utilizdnd tehnici precum
"field-in-field", (camp in camp), pentru a obtine o distributie a izodozei precisa (cu un nivel de
referintd de 110%).

Calcularea dozei de iradiere pentru volumul tumoral tintd (CTV) este esentiald, avand ca
obiectiv administrarea unei doze terapeutice cuprinse intre 95% si 107% din doza prescrisa. Aceasta
precizie este cruciald pentru maximizarea eficientei tratamentului si minimizarea efectelor
secundare. Protectia organelor la risc (OAR), este o componentd esentiald a planificarii
radioterapiei. Fiecare organ la risc are constrangeri de doza specifice pentru a preveni toxicitatea si
a mentine functionalitatea normald a acestor structuri critice.

S-a intocmit o schema de tratament compusa din cinci planuri de tratament, respectiv patru
resimulari succesive datoritd schimbarilor In structurile anatomice, care includ scdderea sau
stagnarea volumului tumoral, pierederea in greutate a pacientului, observate pe parcursul
tratamentului. Fiecare plan de tratament a inclus trei volume tinta clinice (CTV-uri): CTV50 cu 47,5
Gy, CTV60 cu 57 Gy si CTV70 cu 66,5 Gy.

Primul plan nu a fost administrat, tumora continudnd sa creasca, necesitind o prima
resimulare. Al doilea plan, corespunzitor primei resimulari, s-au administrat 16 Gy. In cadrul celei
de-a doua resimulari, al treilea plan, s-a observat o reducere semnificativd a volumului tumoral si
tratamentul a continuat cu 12 Gy. A treia resimulare, reprezentatd de al patrulea plan, a ardtat din
nou o reducere a volumului tumoral, iar pacientul a fost tratat cu 16 Gy. A patra resimulare,
corespunzatoare celui de-al cincilea plan, a indicat o continud reducere a volumului tumoral,
tratamentul fiind finalizat cu 6 Gy.

Resimulérile au fost efectuate dupa un numar variabil de fractiuni: 8 fractiuni pentru prima
resimulare, 6 fractiuni pentru a doua resimulare, 8 fractiuni pentru a treia resimulare si 13 fractiuni
pentru a patra resimulare. Aceste 13 fractiuni au inclus distribuirea dozelor dupd cum urmeaza: 3
fractiuni pentru CTV50, 5 fractiuni pentru CTV60 si 5 fractiuni pentru CTV70. In total, tratamentul
a constat din 35 de fractiuni, cumuland o doza totald de 70 Gy.

In urma revizuirii celor cinci planuri de tratament, comparand CT-urile rezultate in decursul
celor patru replanificari, se poate constata raspunsul pozitiv, si totodata cel dorit de catre echipa de
radioterapie, al tumorii la tratament. Avand dimensiunea de 2.74cm la inceputul tratamentul,
volumul acesteia se reduce cu 2.35cm pe parcursul tratamentul, la finalul sesiunilor de radioterapie
ramanand cu o masd de tesut usor nesemnificativ de 0.39cm.

Aceastd abordare complexd si adaptativd a permis gestionarea dinamica a tratamentului,
tinand cont de modificdrile in structurile anatomice ale pacientului si asigurand livrarea precisa si
eficienta a dozei terapeutice necesare pentru controlul tumoral.

Sectiunile urmatoare prezintd, iIn mod detaliat, planurile sus-mentionate, cu imaginile
aferente preluate din sistemul de planificare, respectiv histogramele doza-volum indicative ale
dozelor la CTV respectiv OAR.

Dupa cum s-a mentionat anterior, primul plan nu a fost administrat, deoarece tumora a
crescut, prin urmare a fost nevoie de o prima replanificare (figura 2, tabelul 1).
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REZULTATE SI DISCUTII
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Figura 2 Plan 1, Imagine obtinuta din sistemul de planificare Monaco

Tabelul 1. Plan 1/CTV
Structura Primul plan
CTV50 CTV60 CTV70
Volum (Cm3) 732.300 - -

Min. Dose (Gy) - - -
Max. Dose (Gy) - - -
Mean Dose (Gy) - - -

Al cincilea plan indica reducerea continud a volumului tumoral, care a fost tratat cu 50Gy/3
fractiuni, 60Gy/5 fractiuni, 70Gy/5 fractiuni, conform definitiei CTV-urilor prezentate mai sus
(figurile 3-4, tabelul 2).

Analizand comparativ cele cinci planuri de tratament pentru structurile CTV 50, CTV 60 si
CTV 70, sunt evidentiate diferente semnificative atat in volum cat si in distributia dozei. Volumul
CTV 50 variaza considerabil, avand cel mai mare volum de 827.094 cm? in cel de-al doilea plan, iar
cel mai mic volum de 639.200 cm? in al cincilea plan, indicandu-se diferente in extinderea tesutului
tumoral tintd. Doza minima pentru CTV 50 variaza intre 5.365 Gy (al doilea plan) si 10.566 Gy (al
patrulea plan), iar doza maxima variaza intre 12.817 Gy (al treilea plan) si 27.064 Gy (al cincilea
plan). Doza medie pentru CTV 50 este cea mai mica in al treilea plan (11.978 Gy) si cea mai mare
in al cincilea plan (18.945 Gy), sugerand strategii diferite de administrare a dozei. In al treilea plan,
CTV 50 prezinta un volum foarte apropiat de cel din primul plan, sugerand consistenta dintre cele
doud planuri. In al cincilea plan, pentru CTV 60 si CTV 70 dozele sunt semnificativ crescute,
dozele minime cuprinse intre 11.00 Gy si 21.060 Gy, iar dozele medii cuprinse intre 21.000 Gy si
25.746 Gy, evidentiindu-se o intensificarea tratamentului asupra volumelor mai mici.

47



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Total Volume DVH

v B ox
Contowred Couch Al Layers Adapt Setup
Coor  Vsble Lo Force ED ) RelatveE  Show 2D Oufines 2D Transparency | S0fBEV Tran
9 Interal I
Internal
Gin MTE0GY
canal medular

I
I
1
1
cochlea stg I
cvso I
cven 1
cvm I
izodoza 47.5 Internal I
mandibuia 0 Internal 1
patient 862,998 Extermal
posterior e Internal
trunchi cerebral internl

gooooOooooooooo
gooooOooooooooo

Figura 3. Plan 5, Imagine obtinuta din sistemul de planificare Monaco

Figura 4. Plan 5/Volumele tumorale conturate in ultima sedinta de tratament, a cincia scanare CT reprezentata in prima
imagine, respectiv evolutia finala a volumului tumoral la finalul tratamentului dupa finalizarea a 13 sedinte de
radioterapie.

48



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Tabelul 2. Plan 5/CTV

Structuri Al cincilea plan
CTV50 CTV60 CTV70
Volum (cm3) 639.200 492.285 103.695
Min. Dose (Gy) 5.822 11.009 21.060
Max. Dose (Gy) 27.064 27.064 26.730
Mean Dose (Gy) 18.945 21.144 25.746

Total Volume DVH
One or more plans did not originate on displayed structures / Base dose from one or more plans did not originate on displayed structures / Dose for one or more plans was resampled due to different calculation properties

4
Dose (Gy)

Figura 5. Grafic reprezentativ a volumului total DVH, Imagine obtinuta din sistemul de planificare Monaco

Graficul DVH (Histogramd a Volumului in Functie de Doza) (figura 1.5.), afiseaza
distributia dozelor de iradiere in functie de volumele tinta si organele la risc pe parcursul diferitelor
resimulari ale tratamentului. Graficul include datele tuturor planurilor realizate pe toata durata
tratamentului si insumeaza rezultatele dozelor administrate.

Tabelul 3. Suma totala a DVH-urilor

Resimulare/Plan Doza (Gy) Explicatie
Prima resimulare 16 Tratament initial dupa cresterea tumorii
A doua resimulare 12 Reducerea volumului tumoral
A treia resimulare 16 Continuarea reducerii volumului tumoral
A patra resimulare 6 Continuarea reducerii volumului tumoral
CTV50 (3 fractiuni) 11.54 50 Gy distribuit pe 13 fractiuni, aplicat pentru 3 fractiuni (50/13*3)
CTV60 (5 fractiuni) 23.08 60 Gy distribuit pe 13 fractiuni, aplicat pentru 5 fractiuni (60/13*5)
CTV70 (5 fractiuni) 26.92 70 Gy distribuit pe 13 fractiuni, aplicat pentru 5 fractiuni (70/13*5)
Suma totala 111.54 Suma totald a dozelor administrate pe parcursul intregului tratament

Tabelul 3 insumeazad parcursul tratamentului pacientului, prin tehnica 3D-CRT, incluzand
resimularile si fractiunile de doza finale. Prima resimulare a fost necesara dupa cresterea initiala a
tumorii, administrandu-se 16 Gy, volumul tintd scdzand 0.05cm. A doua resimulare a condus la
administrarea a 12 Gy, observandu-se o reducere a dimensiunii tumorii cu 0.13cm. A treia
resimulare a continuat reducerea volumului tumoral de pani la 0.07cm dupi o dozi de 16 Gy. In
urma celei de-a patra resimulari, s-a continuat tratamentul cu 6 Gy, continuand reducerea
dimensiunii tumorii cu 0.28cm.

Dozele pentru fractiunile finale au fost calculate astfel:
e CTV50: 50 Gy distribuiti pe 13 fractiuni, cu 3 fractiuni administrate (echivalentul a 11.54 Gy).
e CTV60: 60 Gy distribuiti pe 13 fractiuni, cu 5 fractiuni administrate (echivalentul a 23.08 Gy).
e CTV70: 70 Gy distribuiti pe 13 fractiuni, cu 5 fractiuni administrate (echivalentul a 26.92 Gy).
Astfel, suma totald a dozelor administrate pe parcursul tratamentului este de 111.54 Gy.
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Tabelul 4. Modificarea volumului tumoral pe durata intregului tratament

Plande | CTV50 | Doza incasatd CTVe60 Doza incasata CTVv70 Doza Volum
tratament | (cm?) de CTV50 (cm?) de CTV60 (cm?) incasata de | total final
CTV70 (cm?)
Plan1 | 732.300 95% din50Gy @ 569.209 @ 95% din 60Gy  189.546 95% din 1491.055
(47.5Gy) (57Gy) 70Gy
(66.5Gy)
Plan2 | 827.094 @ 93% din 50Gy - - - - 827.094
(46.5Gy)
95% din 50Gy
(47.5Gy)
Plan3 | 733.914 95% din 34Gy - - - - 733.914
(32.2Gy)
Plan4 | 676.105  95% din MT - - - - 676.105
Plan5 | 639.200 47.500Gy - - - - 1235.180

CTV: Volumul Tinta Clinic; MT: Doza totala administratd pe parcursul intregului tratament (Mentiune
specifica pentru cazurile In care nu se specifica o doza exacta); Doza incasata: Procentul dozei specificate
pe care volumul tumoral respectiv a Incasat-0.

Pe parcursul intregului tratament, volumul tumoral a aratat o scadere semnificativa. Initial,
volumul total al tumorii a fost de 1491.055 cm?®, conform primului plan. Aceasta reducere
semnificativa a volumului tumoral indicd o evolutie pozitiva a tratamentului, reflectind eficacitatea
dozelor administrate in reducerea masei tumorale

Figura 6. Scanare CT la inceputul tratamentul (CT1), stinga, respectiv scanare CT la finalizarea tratamentului (CT5),
dreapta, imagini obtinute din sistemul de planificare Monaco

Tabelul 5. Organe la risc. Doza maxima. Constrangeri de doza.[1]

Planul Planul Planul Planul Planul Constrangeri de
Organ 1/Max. 2/Max. 3/Max. 4/Max. 5/Max. dozi (Gy)
Dose (Gy) Dose (Gy) | Dose (Gy) | Dose (Gy) | Dose (Gy)
Canal medular - 12.035 9.478 9.478 9.645 Dmax < 45-50 Gy
Cochlea - 11.003 8.268 8.268 10.146
dreapta Dmax< 27.5 Gy
Cochlea stanga - 11.004 8.489 8.489 12.801
Mandibula - 2.828 12.549 12.549 26.320 Dmax < 70-73.5
Gy
Glanda tiroida - - - - - Dmean < 45 Gy
Trunchi - 0.901 8.809 8.809 14.296 Dmax < 54 Gy
cerebral
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CONCLUZII

Tratamentul radioterapeutic al cancerului ORL este dificil din cauza anatomiei complexe,
necesitand replanificari frecvente pentru a adapta dozele la modificarile tumorii si ale structurilor
normale. Replanificarea optimizeaza distributia dozelor pentru a proteja organele la risc si reduce
riscul de complicatii si recidive. Studiul subliniaza importanta monitorizarii $i ajustarii
tratamentului, propunand replanificarea ca standard in radioterapia pentru cancerul ORL,
contribuind la imbunatatirea rezultatelor si calitatii vietii pacientilor.
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Rezumat: Studiul desfasurat intre ianuarie 2018 si martie 2019 la Spitalul Clinic Judetean de Urgentd Oradea a
evaluat pacientii cu leziuni focale hepatice, compardnd ecografia cu tomografia computerizata (CT). Diagnosticul final
a fost corelat cu observatii chirurgicale si histopatologice. Rezultatele au indicat ca tumorile hepatice au fost mai
frecvente la barbatii din mediul urban, iar metastazele au predominat. Sensibilitatea ecografiei a fost de 84,38%, iar a
CT-ului de 100%. Leziunile maligne au fost mai frecvente decdt cele benigne, evidentiind utilitatea CT-ului in
diagnostic.

Cuvinte cheie: Tumoare hepatica, leziune hepatica, CT, RMN, VHB, VHC, CHC.

INTRODUCERE

Bazele ecografiei se bazeaza pe o serie de descoperiri stiintifice importante. Totul a inceput
in 1822, cand s-a masurat viteza sunetului in apa, punand bazele utilizarii undelor sonore.

In 1877, teoria propagirii undelor sonore a adus o intelegere mai profunda a acestora, iar in
1880, fratii Curie au descoperit efectul piezoelectric, esential pentru generarea si detectarea
ultrasunetelor. Dezvoltarile tehnologice, precum inventarea amplificatoarelor electronice si a
hidrofonului in timpul Primului Razboi Mondial, au condus la aparitia sonarului, care a contribuit
ulterior la ecografia medicala.

Alte inovatii, precum tranzistorul si calculatoarele digitale, au Tmbunatatit performantele
ecografiei. Ultrasunetele au fost initial folosite in medicind pentru terapie, iar prima utilizare in
diagnosticare a avut loc in 1942. Primele sisteme de imagisticd ultrasonora au fost create in 1952.
Progresele din anii 1960 au revolutionat diagnosticul medical, transformand ecografia intr-o metoda
moderna, neinvaziva si extrem de avansata

MATERIALE SI METODE

Studiul, desfasurat la Spitalul Clinic Judetean de Urgentd Oradea intre ianuarie 2018 si
martie 2019, a investigat pacienti cu mase focale hepatice, analizind valoarea diagnosticd a
ecografiei comparativ cu tomografia computerizatd (CT). Diagnosticul final a fost corelat cu
observatiile chirurgicale, serologice si histopatologice.

Studiul a inclus pacienti cu metastaze hepatice ale cancerului colorectal (MHCCR), care au
fost evaluati prin ecografie abdominald, CT cu substanta de contrast si, in anumite cazuri, rezonanta
magnetica nucleard (RMN), oferind detalii suplimentare despre structurile vasculo-biliare si alte
leziuni hepatice.

Pacientii cu tumori voluminoase care necesitau hepatectomii extinse au beneficiat de
volumetrie hepatica pentru a evalua volumul hepatic rezidual, iar pentru detectarea metastazelor
extrahepatice, CT-ul abdominal a fost utilizat. Investigatiile au fost realizate cu aparate de ultima
generatie (HITACHI pentru ecografii, SIEMENS SOMATOM pentru CT si PHILIPS INGENIA 3
Tesla pentru RMN), cu protocoale detaliate de examinare, incluzand administrarea de substante de
contrast si sectiuni precise pentru imagini de Tnalta calitate.

REZULTATE SI DISCUTII

Studiul a analizat un lot de 79 de pacienti cu leziuni focale hepatice, evaluand indicatori
precum varsta, mediul de provenienta, sexul, patologia asociata si prezenta factorilor de risc.
Tumorile hepatice au fost mai frecvente la barbatii din mediul urban, cu o varstd medie de 68 de
ani. Diagnosticul final a identificat diverse tipuri de leziuni hepatice, inclusiv metastaze (22 cazuri),
abcese (16 cazuri), hemangioame (11 cazuri) si chisturi simple (5 cazuri). Sensibilitatea ecografiei
(USG) a fost de 84,38%, iar cea a tomografiei computerizate (CT) a fost de 100%. Leziunile
maligne au fost mai numeroase decat cele benigne.
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Figura 1. Distributia in functie de sex a pacientilor cu metastaze hepatice

Din numarul de 79 de pacienti selectati, lotul a cuprins 54 barbati (31,65%) si 25 femei
(68.35%) (fig. 2), in raport ~2:1. Repartizarea lotului pe grupe de varsta a evidentiat o frecventa si
incidentd crescutd pe masura inaintarii in varstd (figura 7.2), cu un varf la decada 60-69 de ani
(36,71% dintre pacienti).
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Figura 2 Distributia pacientilor, barbati si femei, pe grupe de varsta

In privinta etiologiei, factorul etiologic prezumat a fost, in majoritatea cazurilor (figura 3),
infectia virald cronica VHB (30,4%), respectiv VHC (56,96%), la 2 pacienti fiind evidentiata dubla
infectie cu virusuri hepatitice (B+C), iar la 10 pacienti(toti de sex masculin !) etiologie mixta virala
B si etanolica.
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Figura 3 Etiologia probabila a bolii hepatice la pacientii CHC

Prin examenul CT am determinat localizarea, tipul si severitatea leziunilor hepatice, si
anume gradul de fibroza si nodularitatea. Majoriatea leziunilor au fost localizate in lobul drept (34
de cazuri,43,04%), respectiv stang+drept (36 de cazuri,45,57%) (figura 4).
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Lob hepatic drept  Lob hepatic sting Lob hepatic
stang+drept
Figura 4 Localizarea leziunilor hepatice la pacientii CHC

In privinta gradului de nodularitate hepatica decelat prin imagistica RMN, la un numir de 7
pacienti (8,86%) am vizualizat un ficat fara noduli (dar toti prezentau fibroza parenchimatoasa, 5
diagnosticati clinic CHC — diagnostic infirmat in urma explordrii RMN). Intr-un mare numar de
cazuri (30 de pacienti, reprezentand 37,97%) am inregistrat un aspect hepatic multinodular (tabel
1,figura 5).

Tabelul 1- Nodularitatea hepatica determinata prin CT

Variante cazuri %
Fara noduli 7 8,86
1 nodul 20 25,32
2 noduli 7 8,86
3 noduli 5 6,33
4 noduli 7 8,86
Multinodular 30 37,97
Leziuni difuze 3 3,80
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Figura 5 Numairul nodulilor hepatici la pacientii CHC

CONCLUZII

Diagnosticul ecografic al patologiilor hepatice se bazeaza pe evaluarea unor parametri
precum dimensiunea si volumul ficatului, ecostructura si ecogenitatea acestuia, precum si analiza
vaselor hepatice. Pentru o evaluare completa, sunt examinate si splina, colecistul si ciile biliare. In
cazul hepatopatiilor difuze, ecografia identificd modificarile parenchimului si dilatarea sistemului
venos port.

Steatoza hepatica si hepatita cronicd prezintd ecostructurd omogena, in timp ce ciroza si
unele forme de hepatitd cronica aratd o texturd nodulara. Ecogenitatea masoara incarcarea grasa a
ficatului, iar atenuarea indicd gradul de fibroza. Desi hipertensiunea portald nu se diagnosticheaza
ecografic, ecografia ajutd la evaluarea sunturilor porto-sistemice si a permeabilitatii sistemului
Venos.

Ecografia detecteaza tumori hepatice mai mari de 10 mm, diferentiind formatiunile chistice
de cele solide si stabilind relatia lor cu vasele hepatice. Tumorile benigne solide, cum ar fi angioma
hepatica, au un aspect caracteristic in 90% din cazuri, iar adenomul hepatic apare hipoecogen si
omogen. Tumorile maligne, precum hepatomul si metastazele, au caracteristici ecografice distincte.
Pentru diagnostic precis, ecografia trebuie completatd cu investigatii neinvazive, precum CT sau
RMN, corelate cu date clinice si biochimice.

Multumiri: Spitalul Judetean din Oradea, Fizician Medical Ioan Oswald.
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Rezumat:. Lucrarea descrie legdtura dintre doud domenii importante ale fizicii, si anume electrodinamica §i teoria
relativitatii generale. Lucrarea cuprinde interactiunea complexa dintre campurile electromagnetice si geometria
spatiu-timpului in contextul teoriei relativitatii generale a lui Einstein. In universul curbat de gravitatie, structura
spatiu-timpului este influentatd de prezenta materiei si a energiei, afectand propagarea si comportamentul campurilor
electromagnetice. Fiind o lucrare ce tine de fizica teoretica, continutul lucrarii nu va contine aspecte practice, numai
implicatii teoretice.

Cuvinte cheie: tensorul campului electromagnetic, ecuatiile lui Maxwell, spatiu-timp curbat, lentild gravitationala.

INTRODUCERE

In cadrul teoriei relativitatii generale, gravitatia este interpretati ca o curburd a spatiu-
timpului provocata de distributia materiei si a energiei. Aceasta paradigma are implicatii profunde
asupra tuturor fenomenele fizice, inclusiv asupra electrodinamicii, ramura fizicii care studiaza
campurile electromagnetice. Legatura dintre electromagnetism si gravitatie constd in modul in care
campurile electromagnetice se comporta Intr-un spatiu-timp curbat. Ecuatiile lui Maxwell, care
descriu dinamica cAmpurilor electromagnetice 1n spatiu si timp, trebuie reformulate pentru a include
efectele gravitatiei. Intr-un spatiu-timp curbat, aceste ecuatii se modifica pentru a reflecta influenta
metricii spatiu-timpului asupra campurilor electromagnetice[1]. Aceastad interactiune este esentiala
pentru intelegerea unor fenomene cum ar fi deplasarea spectrala gravitationald, in care frecventa
undelor electromagnetice este modificatd de gravitatie, si lentila gravitationald, unde traiectoria
luminii este curbatd de prezenta unui cdmp gravitational puternic. Aceastd conexiune intre
electrodinamica si relativitatea generald este cruciald pentru interpretarea corectd a observatiilor
astronomice, cum ar fi radiatia de fond cosmic si emisiile din jurul gaurilor negre, contribuind la
dezvoltarea unei intelegeri mai complete a wuniversului nostru. Atunci cand campurile
electromagnetice se propagd sub forma de unde electromagnetice printr-un spatiu-timp curbat,
traiectoriile lor sunt deviate, frecventele sunt modificate si intensititile pot fi concentrate sau
dispersate. Aceste efecte sunt observabile in fenomene precum deplasarea spectrald gravitationala,
unde undele electromagnetice isi schimba frecventa in prezenta unui camp gravitational puternic, si
lentila gravitationald, unde lumina este deviata de corpurile masive, crednd multiple imagini ale
aceleasi surse luminoase.

MATERIALE SI METODE

Electrodinamica este ramura fizicii care studiaza interactiunile si fenomenele
electromagnetice. Acest domeniu se fundamenteaza pe ecuatiile lut Maxwell, un set de patru ecuatii
diferentiale partiale care descriu comportamentul campurilor electrice si magnetice si modul in care
acestea se influenteazd reciproc si se propagd prin spatiu sub forma unor unde denumite unde
electromagnetice. Sub forma diferentiald sau locald, eucatiile leagd campul electromagnetic de
sursele sale, adicd de densitatile de sarcina si curenti. Ecuatiile lui Maxwell in forma lor generala,
adica in vid sunt:
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V-E=2
£o
V-B=0 (2)
- = dB
FXE:_E (3)
R ., OE
VXB:#{J(J""EOE) (4)

unde E este intensitatea cAmpului electric, B este inductia magnetica, p este densitatea de sarcina, |
. F e : . N
este densitatea de curent, £,=8.854x 10712 — este permitivitatea vidului si po = 1.256 X 1(?1‘5'}1—2

este permeabilitatea vidului. Ecuatia (1) este legea lui Gauss care descrie relatia dintre un camp
electric si sarcinile electrice, afirmand ca divergenta unui cdmp electric este proportionala cu
densitatea de sarcind. Ecuatia (2) este analogia magnetica a legii lui Gauss, esenta acestei legi fiind
faptul ca campul magnetic este un camp vectorial solenoidal, adicd cu divergentd nula, rezultand
faptul ca nu existd monopoli magnetici, sursele cAmpului magnetic fiind dipolii magnetici iar liniile
de camp sunt bucle inchise. Ecuatia (3) este legea lui Faraday aceasta fiind o descriere matematica a
fenomenului de inductie electromagnetica, legea afirmand faptul ca un camp electric rotativ induce
un cdmp magnetic variabil in timp. Ecuatia (4) este legea circuitala a lui Ampere cu corectia lui
Maxwell afirmand ca si campurile magnetice sunt legate de cadmpurile electrice.

Teoria relativitatii generale este o teorie metricd a gravitatiei, publicatd de catre Albert
Einstein in 1915, aceasta reprezentdnd descrierea gravitatiei in fizica moderna. Intr-un astfel de
cadru gravitatia nu mai este o fortd ca si in contextul gravitatiei newtoniene, ci un efect geometric
care rezultd din curbura spatio-temporald cauzatd de prezenta masei sau ceea ce este echivalentul
masei in teoria relativitatii, energia[2]. Ecuatia care relationeaza geometria spatiu-timpului cu
materia din interiorul acesteia poartd denumirea de ecuatia de camp a lui Einstein, aceasta avand

urmatoarea formal3]:

anG
Guo +Agys = T Tus )

unde G,y este tensorul de curburd Einstein, A este constanta cosmologicd, g, este tensorul metric,

N-m?2

G=6.67x 10711 T3 este constanta gravitationald, c=299 792 458 m/s este viteza luminii 1n vid si
T, este tensorul energie-impuls.

Tensorul Einstein este definit:
Gus = Ry — %gng (6)
unde R, este tensorul Ricci si R este scalarul Ricci.
Constanta Einstein este definita:
k=25 = 207665 x 10723 N1 (7)

Cd-
Luand in considerare faptul ca in majoritatea situatiilor A = 0, ecuatia de camp poate lua
urmatoarea forma:

Rus — = gusR = kT,s (8)
Expresia din stanga reprezinta curbura spatiu-timpului determinata de metrica; expresia din dreapta
reprezinta continutul de energie-impuls al spatiu-timpului. Ecuatia poate fi interpretatd ca un set de
ecuatii care dicteazd modul in care energia-impulsul determina curbura spatiu-timpului. Impreuni
cu ecuatia geodezica care dicteazd modul in care materia in cadere liberd se deplaseaza in spatiu-
timp, aceste ecuatii formeazd nucleul formuldrii matematice a relativitatii generale. Solutiile
ecuatiilor de camp ale lui Einstein sunt metrici ale spatiu-timpului. Aceste metrici descriu structura
spatiu-timpului, inclusiv miscarea inertiald a obiectelor din spatiu-timp. Deoarece ecuatiile de camp
sunt neliniare, ele nu pot fi intotdeauna rezolvate complet (adica fara a se face aproximari). De
exemplu, nu se cunoaste o solutie completa pentru un spatiu-timp cu doud corpuri masive in el (care

57



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

este un model teoretic al unui sistem stelar binar, de exemplu steaua Sirius). Cu toate acestea, in
aceste cazuri se fac, de obicei, aproximari. Acestea sunt denumite in mod obisnuit aproximari
postnewtoniene. Chiar si asa, existd mai multe cazuri In care ecuatiile de camp au fost rezolvate
complet, iar acestea se numesc solutii exacte. Numarul acestor solutii este mic, doud dintre acestea
fiind[1]:
e Solutia Schwarzschild care descrie cdmpul gravitational din exteriorul unei mase sferice,
luand in calcul doua simplificari, si anume ca sarcina electrica si momentul cinetic sunt nule,
solutia fiind utila 1n cazul corpurilor astronomice cu rotatie lentd precum planete si stele.

26my "1 . 26M
ds? = (1 - Czr) dr? + r2(d6? + sin?0de?) — c? (1 - E) dt? (9)
Luand in considerare faptul cd o= =1, este raza Schwarzschild si d62 + sin8d@? = d0?2,

cZ

metrica va avea urmatoarea forma matematica:
-1
ds?=(1-%) dr?+r2do? —c? (1-2)de? (10)

e Solutia Reissner-Nordstrom care descrie campului gravitational al unui corp in repaus, deci

nerotational, sferic simetric si incércat electric.
-1

2 2
ds? = c?dr? = (1 — ? -I—:—f) cdt? — (1 — % + :—g) dr? —r?d6? —r?sin?0de? (11)
unde t este timpul propriu, t este coordonata temporala masurat de un ceas stationar, r este

- . . . Q%6 < .
coordonata radiala, (6,¢) sunt unghiurile sferice si rqz = ;-& este o scard de lungime
4]

caracteristica.

Matematica relativitatii generale este complicatd necesitand calcul tensorial. Utilizarea
intensa a calculului tensorial este o consecintd a principiului covariantiei. Acesta este, in esenta,
generalizarea principiului relativitatii restranse, prin care se urmareste ca legile fizicii s aiba
aceeasi formd matematica in toate sistemele de referinta, ceea ce inseamnd ca toate sistemele de
referintd sunt, din punct de vedere fizic, echivalente. Acest aspect sugereaza ca legile fizicii ar
trebui scrise in termeni de tensori, ale caror legi de transformare covariantd si contravariantd pot
oferi invarianta de forma ciutati. In relativitatea generald metrica Minkowski este inlocuitd cu
tensorul metric si derivata partiald este inlocuita cu derivata covarianta:

{ﬂ#a — Guo 12)
a
axn Vi (
Matematic, campul electromagnetic este descris de un tensor de rangul doi, antisimetric care este
definit[2]:

Fap =55 ~ 58 (19)

Dupa cum rezulta din ecuatie, tensorul este definit in functie de un vector covariant, numit potential
electromagnetic, ale carui componente se transforma la trecerea de la un sistem de referinta la altul

dupa urmatoarea lege de transformare:
_ ¥
Ay =224, (19)
Luand in calcul aceastd lege, putem determina legea de transformare a tensorului campului
electromagnetic:
_ 8dg a4, a fax¥ a (o9x®
Fap =50~ a8 = 3 (538 47) ~ 520 (55045) (19)
aplicand regula lantului pentru derivatele din relatia (15):
F.— a%x¥ ax¥ a4, @%b ax% 8Ag  ax¥ ax% a4, ax% ax¥ aas
aF ~ axeaxB Y T gePaxt  axtaxP 0 ax®aif ~ axPax%ax®  ax%oxFax’
ax% ax¥ raa, 04g\ _ ax® ax¥
357557 (5 ~507) = 5ew 538 Foy (16)

Deci legea de transformare este:
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= ax% ax¥
Fa,@ 35T A% ,G’Fé'y (17)

Relatia (13) este aceeasi atat in cadrul spatiului Minkowski al relativitatii restranse, cat si in spatiu-
timpul curbat al relativitatii generale, datoritd simetriei simbolurilor Christoffel:
Fap = VaAp — Vpha =L+ Tl A, — 5 — T A, (18)
Luand in considerare proprietatea de simetrie IE; =T a‘;.‘, se obtine:
dAg 094,

Fap = 5ra = 3xF

REZULTATE SI DISCUTII
Ne propunem sa scriem ecuatiile lui Maxwell intr-un spatiu-timp curbat. Pentru a realiza
acest lucru vom lua in considerare urmatorul tensor electromagnetic:
04y 04,
K =gk~ gxd
Utilizand identitatea Bianchi, se obtine urmatoarea ecuatie[2]:

dFu8 +3F190- _I_a-Fa,u 0 (19)

ax? Ak
Si folosind tensorul electromagnetic, avem:

a [dAg aAH) 3 (aAC, aA,g) a (Empl aag)
0 (%48 04y, 9 (94; 045, 0 (04 04g) _ g (o
dxT (ax-“' Ax? +ax'“ dx? dx? + ax? \ax? axH ( )

8%Ag 874, ) ( %A, 8%Ag ) ( 874, 8%Ag )
_ - — =0 (21
(Eﬂ'x'zF axt  Ax%ax? + axHax?  AxHaxC + ax?ax?  ax? dxH 0 ( )
Se observa ca termenii din aceastd expresie sunt anti-simetrici fatd de permutdrile indicilor
w, 9 sia. Astfel, vom folosi proprietdtile simbolului Levi-Civita pentru a extrage acesti termeni i
obtinem:
2 824 824 824 a%a 824
aByS(aAP _ ﬁ) aﬁ’yﬁ( & P) aﬁ’y&( B ﬂ’): 22
£ ax%axP  axTax¥ te axPaxy  axFfaxt te axYax®  ax¥axP 0 (22)
Aceasta expresie este echivalenta cu:
a
afyd —
ax_ﬂ(g By Fyg) =0 (22)
Intr-un spatiu-timp curbat aceasta ecuatie devine:
Vo (e¥FY9F,5) = 0 (23)
Aceasta ecuatie este legea Gauss-Faraday deoarece incorporeazd doud ecuatii Maxwell, si anume
analogia magneticd a legii lui Gauss si legea lui Faraday.
Pentru electromagnetism densitatea lagrangiana are doud componente, si anume o componenta de
camp si inca una de sursa[4]:
1
L= Lcémp + Lipe = _TMFQ'BFGB — AqJ% (24)
Lagrangeanul de interactiune include cvadrivectorul densitate de curent, acesta reprezentand o

abreviere a mai multor termeni care exprima curentii electrici ai altor campuri incdrcate. Ecuatiile
Lagrange se enunta dupa cum urmeaza:

a aL aL
iy (7a{ragﬂa)) T4, 0 (29)

Daca notam:
FT@ = F aﬂ‘“ﬂsc
8(8,48) _ opoo (26)
a(a,4,) =0y 65
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vom obtine:

aL 1 a 1
- _ = WT. O — _ _~= ut,d0 Bu_Ba
a(ap4q) 44tg a{ﬁagﬂaj(ﬁ“gn n*Fro) el (F’“’(a“a‘s 698“) *
Ba
Fo(8f65 —585¢ ): ——
,uﬁ( T Yo o T) o (27)
Al doilea termen este:

aL
P A )

Intr-un final, ecuatia devine:

grfa

5 = Mo (29)
iar daca trecem de la spatiu Minkowski la spatiu-timpul curbat, ecuatia devine:

VsFF% = 1) (30)
care este legea Gauss-Ampere, aceasta incorporand la fel ca ecuatia precedentd doud ecuatii
Maxwell, si anume legea lui Gauss si legea lui Ampere.
Intr-un final, ecuatiile lui Maxwell in contextul relativitatii generale se reduc de la patru ecuatii
diferentiale partiale la 2 ecuatii tensoriale si anume legea Gauss-Faraday si legea Gauss-Ampere:

{va(;—:“ﬁ’rﬁ Fi5)=0

VeFPe = pgJ®
Legea Gauss-Faraday afirma ca fluxul campului electromagnetic, intr-un spatiu-timp curbat, se
conserva, adicd nu se schimba in timp. lar legea Gauss-Ampere exprimd modul in care campul
electromagnetic interactioneazd cu sursele de curent intr-un spatiu-timp curbat, stabilind ca
divergenta campului electromagnetic este proportionala cu densitatea de curent electric in acel
spatiu-timp. Ne-am atins scopul acestei lucrari, si anume determinarea ecuatiilor care descriu
dinamica campului electromagnetic in cadrul relativitatii generale.
Utilizarea modernd a telescoapelor orbitale a permis o gama mult mai largd de observatii
astronomice care confirma predictiile relativitatii generale, puterea unei teorii stiintifice constand in
numarul de predictii verificabile pe care aceasta le poate face si numarul de fenomene pe care
aceasta le poate explica. Una dintre consecintele metricii puternic deformate din apropierea unui
corp foarte masiv, cum ar fi soarele, este indoirea luminii in apropierea acestuia. Un fenomen
cunoscut sub denumirea de lentild gravitationald. Matematic, acest fenomen poate fi descris
utilizand geodezicele Schwarzschild, acestea modeland miscarea particulelor de test in campul
gravitational al unei mase centrale fixe. In limita in care masa particulei ajunge la zero (sau, in mod
echivalent, dacd lumina se indreaptd direct spre masa centrala, cand scara de lungime ajunge la
infinit), ecuatia orbitei devine[5]:

(31)

dr

¢ =] = (32)

,:I’S;

= ()=

Extinderea in puteri de =, termenul de ordinul intdi din aceasti formuld di deviatia unghiulara
.

aproximativa 8¢ pentru o particuld fara masa care vine de la infinit si se intoarce la infinit:
5p =22 =227 (33)

b c2b
Aici b este parametrul de impact, ceva mai mare decat distanta de cea mai apropiata apropiere, r3:

b =r; / = (34)
3 —Tg

Desi aceastd formula este aproximativa, ea este exactd pentru majoritatea masurdtorilor de lentile
. . I . . .. . T . .
gravitationale, datoritd micimii raportului . Pentru lumina care se apropie mult de suprafata
-

soarelui, deviatia unghiulard aproximativd este de aproximativ 1,75 secunde de arc, adica
aproximativ o milionime de cerc. Mai general, geodezica unui fascicul emis de o sursd de lumina

o NPT 1 9 9 DR .
situatd la o coordonata radiald r = - € [15, +o0] poate fi calculatd dupa cum urmeaza, prin aplicarea
ecuatiei:
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a2 1
(d—;) =rau®—u’+ = (35)

Ecuatia poate fi derivatd sub forma:

du du du
2@@—3_5!{ ——2 - (36)

ceea ce duce la:

d*u 3
107 zrsu —u (37)

Aceasta ecuatie cu derivata a doua poate fi integratd numeric dupa cum urmeaza printr-o metoda
Runge-Kutta de ordinul 4, considerdnd un pas de marime Ag si cu:

d u (H)
_ dzu A du
dz“( _I_&_(pﬂ_l_ﬂ_(ﬁk )
3= de? de 4 1
dZu du = Ag?
kd, d(pz (H‘I‘ﬂqﬂ_‘l‘Tkz)

Valoarea la etapa urmatoare ﬂ ((p + Ag) este:

—( ) +mp (ky + 2k, + 2ks +k;) (39)

si valoarea din etapa urmétoare u(e + Ag) este:

du ﬂ.(pz
u(p) + Ap s (@) + 0 (k1 + ky + k3) (40)

Pasul A¢g poate fi aleasa ca fiind constantd sau adaptiva, in functie de precizia ceruta pe traictorie

1

r=u"' . Aceste calcule si ecuatii oferd o bazd matematicd destul de solidd pentru intelegerea
fenomenului de lentila gravitationala si pentru interpretarea observatiilor astronomice asociate
acestuia.

CONCLUZII

Ecuatiile lui Maxwell in contextul relativitatii generale, reduse la doud ecuatii tensoriale - legea
Gauss-Faraday si legea Gauss-Ampere - reprezintd fundatia pentru intelegerea dinamicii
campului electromagnetic intr-un spatiu-timp curbat.

Matematica din spatele lentilei gravitationale, derivata din metrica Schwarzschild, oferd o
modalitate precisa de calcul pentru deviatia luminii si geodezicele particulelor de test in prezenta
unui camp gravitational puternic.

Descrierea matematica a cAmpului electromagnetic intr-un spatiu-timp curbat, bazatd pe ecuatiile
lui Maxwell, ofera o intelegere detaliatd a modului in care acest cAmp interactioneaza cu
geometria spatiului-timp deformate de prezenta masei si energiei.

Formulele matematice furnizeazd o bazd solidd pentru modelele teoretice si observatiile
experimentale ale lentilelor gravitationale si ale comportamentului campului electromagnetic in
aceste conditii, contribuind la validarea si dezvoltarea teoriei relativitatii generale.
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Rezumat: Cunoasterea formulei moleculare a compusului analizat prin spectroscopie IR simplifica modul de
interpretare al informatiei aduse prin inregistrarea benzilor de absorbtie si da certitudine atribuirilor structurale. In
cele ce urmeaza va sugeram o cale rapida de identificare a gruparilor functionale existente in compusii organici a
caror compozitie moleculard nu este cunoscutd din corpurile ceresti stiindu-se ca dioxidul de carbon (O=C=0) din
aerul atmosferic poate duce la inregistrarea unei benzi de absorbtie situate la 2349 cm™.

Cuvinte cheie: spectru, IR, molecula de CO; lungime de unda, telescop spatial, exoplanete.

INTRODUCERE

Spectroscopia IR presupune studierea absorbtiei radiatiei infrarosii (IR), aspect care poate
cauza vibratii tranzitionale in molecula analizatd. Moleculele sunt compuse din atomi uniti prin
legdturi chimice. Miscarea atomilor si a legaturilor chimice determind aparitia vibratiilor
caracteristice In urma absorbtiei radiatiei IR. Exista douad tipuri de vibratie: de intindere si indoire.
Diferitele grupe functionale prezente intr-o moleculd absorb radiatie IR la anumite frecvente
caracteristice. Prin urmare, sunt oferite anumite valori caracteristice peak-ului identificat. Astfel,
spectrul IR al unei anumite substante poate fi considerat ca fiind o amprenta a acesteia si care poate
ajuta la identificarea ei. Spectroscopia IR este tehnica de identificare a moleculelor bazatd pe
analizarea lungimilor de unda absorbite specifice unei molecule sau a unei legaturi, produsa de
miscarea de vibratie a acesteia. Moleculele absorb fotoni cu lungimea de undi! specifici lor.
Dioxidul de carbon (CO3) este un gaz vital pentru viata pe Pamant. Este, de asemenea, un produs
rezidual al activitatilor umane si este utilizat pe scard larga in agriculturd si industrie. Prin urmare,
detectarea sa precisi este de mare interes?. Are o structurd liniar, si este format dintr-un atom de
carbon si doi de oxigen formand doud legdturi duble C=O

Figura 1. Molecula de dioxid de carbon

Molecula de dioxid de carbon are patru tipuri de vibratie (pentru cd e o molecula liniard compusa
acestea pot fi observate vibratiile in plan si in afara planului (forfecare respectiv balans) cu o banda
de absorbtie la 667cm™ si vibratia de alungire asimetricd cu o bandi proeminenti la 2349cm™ asa
cum se vede in fig. 2. Alungirea simetrica cel de al patrulea tip de vibratie nu este observabil in
spectru deoarece fiind simetric nu se schimbd momentul de dipol al moleculei. Aceste benzi
corespund la o absorbtie in infrarosu mijlociu, adica intre 2.5um si 25um.
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Figura 2. Modurile de vibratie ale moleculei CO>

MATERIALE SI METODE

Pentru a observa exoplanetele, adicd planete din alte sisteme decat sistemul solar, se utilizeaza
metoda de tranzit, care implica detectarea unei scaderi in intensitatea luminoasa emisa de o stea,
provocata de faptul ca exoplaneta trece “in fata” sau “in spatele” ei. Cantitatea de lumina care este
blocata poate fi pusa intr-un spectru de transmisie similar ca cel pentru spectroscopie pe Pamant, si
dedus din el compozitia chimica a planetei respective.

Figura 3. Telescopul James Webb

Am folosit telescopul James Webb (JWST) [3] prezentat in fig.3. Acesta este dezvoltat
de NASA, Agentia Spatiala Europeana (ESA) si Agentia Spatiald din Canada (CSA). Este conceput
sd ofere o rezolutie si o sensibilitate Tmbunatatite in infrarosu fatd de Telescopul Hubble si va
permite o gama larga de investigatii in domeniile astronomiei si cosmologiei, inclusiv observatii ale
unora dintre cele mai indepartate evenimente si obiecte din Univers, cum ar fi formarea
primelor galaxii. Permite caracterizarea atmosferica detaliata a exoplanetelor potential locuibile.

REZULTATE SI DISCUTII
Mai jos in figurile 4 respectiv 5 sunt spectrele de transmisie ale planetei WASP-39b, din
sistemul WASP-39, capturate de telescopul James Webb (JWST) [1].
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Din aceste spectre se poate vedea compozitia planetei, si specific aici lungimile de unda la
care absoarbe dioxidul de carbon, foarte vizibil aici este banda de absorbtie de la 4.3um, care
corespunde la 2349cm™, si vibratiei prin alungire asimetrici a moleculei de COx.

HOT GAS GIANT EXOPLANET WASP-39 b

ATMOSPHERE COMPOSITION

NIRISS | Single Object Slitless Spectroscopy NIRCam F322W2

NIRSpec G395H

o

WEBB

SPACE TELESCOPE

Figura 4. Spectrele de transmisie ale planetei WASP-39b
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Figura 5. Spectrele de transmisie ale planetei WASP-39b (detaliu)

CONCLUZII

Spectrul IR al CO2 de la 600 — 4000 cm-1 este prezentat mai jos in fig.6 si contine trei benzi.
Benzile la 667 cm™ si 2349 cm! se datoreaza vibratiilor de indoire, v2, si, respectiv, asimetrice, v3.
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Figura 6. Spectrul IR al CO2 de la 600 — 4000 cm*
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v2 =667 cm'? vi =1388 cm? v3= 2349 cm?
intindere simetrica indoire dublu degenerata intindere asimetrica

Avand in vedere ca frecventa vibrationala este data de pulsatia
1k

2em i

se pune intrebarea care va fi efectul asupra frecventelor dacd s-ar misura spectrul 3CO,? Este
necesar doar un raspuns calitativ. (Sugestie: luam in considerare miscarea atomului de carbon in
fiecare mod de vibratie).

Impuritatea OCS este izoelectronica cu CO> si ambele implica carbon legat dublu la doua elemente
din grupa 6 principala. Spectrul IR complet al OCS este prezentat in fig.5. Frecventele de absorbtie
corespunzitoare v1, v2 si v3 au fost etichetate si sunt la 2062, 520 cm™ si, respectiv, 859 cm™ si au
fost detectate si impurititile: CS2 (1530 cm™) CO2 (2350 cm™).
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Rezumat: Lucrarea prezinta importanta unui CBCT (Cone Beam Computed Tomography) in imagistica medicala.
Aparatul CBCT utilizeaza o raza conica de radiatii, care permite captarea de imagini tridimensionale de inalta
rezolutie ale structurilor osoase si dentare cu o doza redusa de radiatii.

Cuvinte cheie: CBCT, LINAC, imagistica medicala, radioterapie.

INTRODUCERE

Acceleratorul liniar (LINAC) este un dispozitiv medical utilizat pe scard largd in radioterapie,
o componentd cruciala in tratamentul cancerului. Functia sa principald constd in generarea de
fascicule concentrate de radiatii de mare energie, fie sub forma de raze X, fie de electroni, care sunt
directionate cu precizie catre tumora pacientului. [1]

Tomografia computerizata cu fascicul conic (CBCT) este o tehnicd imagisticd 3D la bordul
acceleratorului liniar, care oferd informatii detaliate despre anatomia pacientului, inclusiv oase,
tumori i tesuturi moi. Imaginile CBCT achizitionate inainte de fiecare sesiune de tratament sunt
comparate cu imaginile furnizate de CT-SIM (simulatorul CT) pe baza carora s-a identificat
volumul tintad si s-a realizat planul initial de tratament. Aceastd informatie este esentiald pentru
administrarea precisa a radioterapiei cu fascicul extern, deoarece permite pozitionarea cu acuratete a
pacientului pe patul de tratament inainte de fiecare doza de radiatie, asistind cu rectificarea
posibilelor erori de pozitionare respectiv de miscare a organelor vizate.[2]

MATERIALE SI METODE
Componentele principale ale unui accelerator liniar medical (CLINAC) sunt: [3]

. sursa de putere

. modulatorul

. clistronul (sau magnetronul)

. ghidul de unda

. tunul de electroni

. tubul de accelerare

. capul de tratament cuprinde:-tinta de raze X

-folia de Imprastiere

-filtrul de netezire (aplatizare) al fasciculului
-camera de ionizare

-sistemul de colimare

-sistem luminos de localizare

Acceleratoarele clinice moderne permit atat tratamentul cu fotoni (mod fotonic), cat si
tratamentul cu electroni (mod electronic).

Cand electronii lovesc o tintd (de obicei realizatd dintr-un material cu numar atomic mare,
cum ar fi wolframul), se produce radiatia bremsstrahlung. In acest mod, fasciculul de electroni este
transformat intr-un spectru fotonic cu energia maximad egald cu energia electronilor incidenti si
energia medie egald cu o treime din valoarea maxima a energiei. [4]
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Schema functiondrii unui accelerator liniar:
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fizicii nucleare si a electricitatii:
1.Accelerarea particulelor:

Acceleratorul liniar utilizeaza unde electromagnetice pentru a accelera electronii la viteze
foarte mari (aproape de viteza luminii). Electronii sunt eliberati dintr-o sursd si accelerati de-a
lungul unui tub drept, folosind o serie de campuri electromagnetice oscilante.
2.Producerea razelor X:

Electronii accelerati se lovesc de un target (tintd) din material dens, de obicei tungsten, iar in
urma impactului se genereaza raze X de Tnaltd energie.

In anumite cazuri, electronii pot fi utilizati direct (terapie cu fascicul de electroni) pentru
tratarea cancerului care este mai aproape de suprafata pielii.
3.Formarea fasciculului:

Radiatia generata este formatd intr-un fascicul si este modelatd cu ajutorul unor sisteme
avansate, cum ar fi colimatoarele multi-lamelare (MLC - Multi-Leaf Collimators), care regleaza
dimensiunea si forma fasciculului pentru a se potrivi exact cu dimensiunea si forma tumorii.
4.Livrarea radiatiilor catre pacient:

Fasciculul de radiatie este directionat catre zona afectatd de cancer, rotindu-se in jurul
pacientului pentru a aplica doza de tratament din unghiuri multiple. Aceasta permite concentrarea
dozei maxime asupra tumorii si minimizarea efectelor secundare asupra tesuturilor sandtoase din
jur. [5]

REZULTATE SI DISCUTII

Obtinerea unei imagini CBCT (Tomografie Computerizatd cu Fascicul Conic) presupune un
proces specific in care un fascicul conic de raze X este utilizat pentru a capta imagini din diferite
unghiuri, iar un software de reconstructie le transforma intr-o imagine tridimensionala.
1. Pozitionarea pacientului

Pacientul este plasat fie in picioare, fie intins pe un pat, in functie de tipul aparatului CBCT.
Capul sau partea corpului care urmeazd sa fie scanatd este fixatd pentru a preveni miscarile.
Pozitionarea corecta este importantd pentru a asigura o scanare precisa si clara.
2. Emiterea razelor X

Aparatul CBCT emite un fascicul conic de raze X care trece prin corpul pacientului. Spre
deosebire de scandrile CT conventionale, care folosesc un fascicul in forma de ventilator (raza
colimatd), fasciculul CBCT este conic si poate captura mai multe sectiuni ale obiectului scanat intr-
0 singura rotatie.
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Figura 2. Pacient pregitit pentru o scanare CBCT [2]

3. Rotirea in jurul pacientului

Dispozitivul CBCT efectueaza o rotatie completd sau partiald in jurul pacientului (de obicei
180° sau 360°), timp in care sunt realizate multiple imagini bidimensionale din diferite unghiuri
(pana la cateva sute de proiectii). Aceste imagini sunt captate de un detector digital.
4. Reconstructia imaginii tridimensionale

Dupa ce rotatia este completd si toate imaginile 2D sunt colectate, un software specializat
proceseaza datele si reconstruieste o imagine tridimensionald (3D) a zonei scanate. Aceastd
reconstructie permite vizualizarea detaliatd a structurilor osoase, dentare si a tesuturilor moi din mai
multe perspective.
5. Vizualizarea si interpretarea imaginii

Imaginea 3D obtinuta este analizatd de medici radiologi sau de specialisti, care pot inspecta
zonele de interes din diverse unghiuri si straturi, folosind planuri axiale, coronale sau sagitale, ceea
ce ofera o vedere detaliatd si completd a anatomiei pacientului. [1]

Figura 3. Imagine realizatd cu un CBCT [2]

Acceleratorul liniar poate fi utilizat in diverse tehnici avansate de radioterapie:
Radioterapie cu intensitate modulata (IMRT):

Permite ajustarea intensitatii fasciculului de radiatii in diferite parti ale campului de
tratament, ceea ce ajutd la livrarea unei doze mai mari de radiatii catre tumoare si protejarea
tesuturilor sandtoase.

Radioterapie ghidatd imagistic (IGRT):
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Include utilizarea imagisticii medicale (CT, RMN sau raze X) pentru a ajusta pozitia
pacientului in timp real, asigurand cad fasciculul este directionat exact catre tumoare la fiecare
sedintd de tratament.

Radioterapie stereotacticd (SRS/SBRT):

Se utilizeaza pentru tratamente foarte precise, in special pentru tumori mici si localizate.
Oferd doze mari de radiatii pe o zond micd, fiind adesea utilizatd pentru tratarea metastazelor
cerebrale sau a altor tumori mici localizate in alte parti ale corpului.

Terapie cu fascicul de electroni:

Aceasta este utilizatd pentru tratarea tumorilor de suprafata sau a celor situate aproape de

piele, deoarece electronii nu patrund foarte adanc in tesuturi. [6]

Rezultate privind importanta CBCT la bordul acceleratorului liniar:

1. Cresterea preciziei tratamentului prin radioterapie

Utilizarea CBCT la bordul acceleratorului liniar permite obtinerea unor imagini
tridimensionale in timp real ale tumorii si ale structurilor inconjuratoare. Aceasta ajutd la o
localizare extrem de precisa a tintei inainte de fiecare sesiune de tratament. Studii clinice au
demonstrat ca introducerea CBCT in radioterapie ghidata imagistic (IGRT) a redus erorile de
pozitionare ale pacientului si a Tmbunatatit livrarea dozei catre tumoare cu pand la 50% in
comparatie cu metodele traditionale de radioterapie.

2. Adaptarea planului de tratament pe parcursul radioterapiei

CBCT permite monitorizarea continud a dimensiunii si formei tumorii pe masurd ce
tratamentul avanseaza. Acest lucru faciliteaza radioterapia adaptivda (ART - Adaptive Radiation
Therapy), unde planul de tratament este modificat pe baza schimbadrilor anatomice observate in timp
real. Studiile au aratat ca utilizarea CBCT pentru ART poate imbunatati controlul tumoral si reduce
riscul de deteriorare a tesuturilor sandtoase.

3. Reducerea efectelor secundare si complicatiilor

Implementarea CBCT 1n radioterapie a dus la scaderea incidentei efectelor secundare
asociate cu iradierea neintentionati a tesuturilor sanitoase. In radioterapia conventionala, pacientii
pot experimenta efecte adverse din cauza suprapunerii radiatiilor pe organe critice, cum ar fi
maduva spindrii, plamanii sau intestinele. Studiile au aratat ca utilizarea CBCT reduce cu
aproximativ 30% incidenta acestor complicatii.

4. Imbunatatirea eficientei radioterapiei stereotactice

CBCT este esential in tratamentele stereotactice (SRS/SBRT), unde tumora este iradiatd cu
doze mari de radiatie in putine sesiuni. Tumorile mici sau localizate in zone greu accesibile, cum ar
fi creierul, plamanii sau ficatul, necesitd o precizie extrem de ridicata in livrarea radiatiilor. Studiile
au aratat ca utilizarea CBCT la bordul acceleratorului liniar poate reduce eroarea de localizare sub 1
mm, ceea ce este crucial in acest tip de tratament de Tnalta precizie.

5. Monitorizarea pozitiei pacientului in timp real

CBCT integrat in acceleratorul liniar permite monitorizarea si corectarea miscarilor
pacientului in timp real, un aspect esential in tratamentele pe zone anatomice sensibile, cum ar fi
regiunea capului si gatului sau toracele. Corectarea acestor mici miscari (cum ar fi respiratia sau
inghitirea) poate reduce erorile in livrarea dozei de radiatii s1 imbunatati rezultatele clinice.[7]

CONCLUZII

Tehnica de imagistici CBCT este utild in decursul tratamentului pentru ajustarea corectd a
pozitiei pacientului.

CBCT furnizeaza imagini tridimensionale in timp real, ceea ce faciliteaza adaptarea planului
de tratament 1n functie de modificarile fiziologice ale pacientului sau de evolutia tumorii. Aceasta
creste eficienta radioterapiei, reducand necesitatea de ajustdri repetate sau replanificari pe parcursul
tratamentului.
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CBCT ofera o imagine clard a organelor critice adiacente tumorii, cum ar fi plamanii,
maduva spindrii sau organele pelvine, permitand radioterapeutilor sa monitorizeze constant
migcarile acestora (datorate respiratiei sau altor procese fiziologice) si sa ajusteze fasciculul de
radiatie pentru a evita iradierea neintentionatd a acestor structuri.

CBCT permite adaptarea dinamica si individualizata a tratamentului, imbunatatind ratele de
succes si reducand riscurile asociate.
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Rezumat: In cazul transferului de caldurd prin radiatie, cildura este transferatd de la un corp la altul, de la o
temperaturd mai mare la o temperatura mai mica, corpurile fiind separate in spatiu [6]. Fenomenul are loc sub forma
de unde si intervine la diferente mari de temperatura. Un colector solar absoarbe energia radianta de la o sursa de
lumind si poate incdlzi apa. Incdlzirea colectorului solar este demonstratd prin mdsurarea temperaturii pldcii
absorbante. Se determind apoi cresterea temperaturii apei care curge prin tubul spiralat de cupru al colectorului. Se va
observa ca incalzirea apei este dependentd de debitul ei.

Cuvinte cheie: transfer de caldurd, colector solar, radiatie, element absorbant, incalzirea apei

INTRODUCERE

Transformarea caldurii in energie radianta si invers are loc printr-un fenomen complex de
oscilatie interatomica si intraatomica. Energia radianta este transportata prin spatiu de radiatiile
termice care se transforma partial sau total in caldurd| atunci cand acestea intalnesc un corp mai
rece.

Un panou solar este un dispozitiv modern care foloseste radiatia solara in vederea producerii
altor resurse. Panourile solare sunt fabricate din materiale speciale, care absorb caldura si lumina
Soarelui prin celulele care intrd in componenta lor. Celulele transforma caldura si lumina, pe care le
elibereaza ulterior sub formd de energie. Comparativ cu alti combustibili, energia solara este
inepuizabild, regenerabila si nepoluantd. Existd mai multe tipuri de panouri solare: cele care
convertesc energia solara in caldura si poarta numele de panou solar termic (denumit si colector
solar sau captator solar) si cele care convertesc energia solara in electricitate si poartd denumirea de
panou solar fotovoltaic [3].

Rezuméndu-ne la cazul colectorului solar, deoarece aproape intreg spectrul radiatiei solare
este utilizat pentru producerea de energie termica, randamentul acestui colector este ridicat, fiind in
jur de 60 % - 75 % raportat la energia razelor solare incidente (200 - 1000 W/m? in Europa, in
functie de latitudine, anotimp si vreme). Din punct de vedere functional, componenta principald a
colectorului solar este elementul absorbant al radiatiei care transforma energia razelor solare in
energie termica si o cedeazd unui agent termic. Cu ajutorul acestui agent termic, energia este
preluata de la colector si este fie stocata, fie utilizata direct (ex. apa calda de consum).

MATERIALE S1 METODE

Aparatura prezentatd in lucrare este realizata de catre firma PHYWE din Germania si se afla
in dotarea Laboratorului de Fizica moleculara si caldurd al Departamentului de Fizica, Facultatea
de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea.

Pentru initializarea experimentului, se asambleazd colectorul solar: tubul de cupru se fixeaza
intre suruburi, peste care se fixeaza placa transparentd. Acesta se fixeaza in partea dreapta a tablei
magnetice. Se fixeaza vasul de scurgere cat mai sus in partea stdngd a tablei si se ataseaza acestui
vas un tub de silicon de aprox. 50 cm si se inchide capatul liber cu o clama. Se umple vasul de
scurgere cu aproximativ 1 litru de apa si se scot bulele de aer apoi se conecteaza tubul de silicon la
colectorul solar. La capatul de evacuare al colectorului se atageaza un mic tub de silicon de
aproximativ 5 cm si se pune un vas de 600 ml pe un suport magnetic astfel incat apa care iese din
colectorul solar sd curga 1n acest vas.

Se deschide temporar clama atat cat sa se umple colectorul solar. Se fixeaza lampa de
iluminat astfel Incat colectorul sa fie iluminat omogen si se fixeaza cele doua termometre pe tabla
magnetica [2].
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In prima parte a efectudrii masuratorilor, se incalzeste colectorul solar cu apa in stare statica.
Se introduce una din sondele termometrice in vasul de scurgere a apei si una in mufa colectorului,
in timp ce clama de pe tub se mentine inchisa (figura 1).

Figura 1. Realizarea experimentului. Incalzirea colectorului solar cu apa in stare statica

Se citesc temperaturile initiale: 01 a apei din vasul de scurgere si Oa a placii absorbante a
colectorului. Se porneste cronometrul si se aprinde lampa, citindu-se temperaturile apei din vasul de
scurgere si a placii absorbante a colectorului, din minut in minut, pand la 10 minute. Datele
colectate se regasesc in tabelul 1.

Pentru partea a doua - incélzirea colectorului solar cu apa in stare dinamica - se umple vasul
de scurgere pand la un nivel aflat cu aproximativ 10 cm mai sus decat colectorul solar. Se
pozitioneaza tubul scurt de la capatul colectorului solar astfel incat apa sa se scurgd in paharul
Berzelius.

Se fixeaza sondele termometrelor ca in figura 2 (una din sonde se introduce aproximativ 1
cm in tubul scurt) si se deschide clama care bloca curgerea apei prin tub astfel incat apa sa poatd sa
picure destul de rapid in paharul Berzelius (aproximativ 3 picaturi pe secunda). Temperaturile sunt
dependente de viteza de scurgere a apei prin picaturi, de aceea trebuie ajustatd clama care strange
tubul de silicon, mentinandu-se astfel viteza constanta [2].

Figura 2. Realizarea experimentului. Incilzirea colectorului solar cu apa in stare dinamica

Se masoara temperaturile 6aa placii absorbante a colectorului 62 a apei care picura, minut cu
minut, pand cand temperaturile se egalizeaza (aproximativ intre 5 si 10 minute). Datele colectate se
regdsesc 1n tabelul 2.

Pentru a determina debitul de curgere a apei se plaseaza un vas de 100 ml sub tubul scurt si
se masoara timpul At necesar pentru a se scurge un volum AV de apa (40, 60, respectiv 80 ml) si
apoi se va calcula o media a acestor trei masuratori. Rezultatele sunt date in tab. 3.
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REZULTATE SI DISCUTII

Tabelul 1. Temperaturile plicii absorbante a colectorului (6a) si apei din vasul de scurgere (01)

tmin) | 6,(°C) 81(°C)
0 29 28.3
1 30.2 28.4
2 31.6 28.5
3 33.3 28.5
4 34.5 28.5
5 35.9 28.6
6 37.4 28.6
7 38.9 28.6
8 40.4 28.7
9 41.8 28.7
10 43.2 28.7

Tabelul 2. Temperaturile placii absorbante a colectorului (84) si apei care picura (02)

t (min) 6,(°C) 8, (°C)
11 44.4 44.2
12 43.8 36.7
13 42.8 34.6
14 41.9 34.3
15 41.3 34.2
16 41 34.2
17 40.8 34.3
18 40.7 344
19 40.8 34.6
20 40.8 34.6

Tabelul 3. Calculul debitului apei

AV At AV (ml AV (ml
(ml) ©) At (T) At (?)
20 79 0.253

40 156 0.256 0.256
60 232 0.258

Prima parte a experimentului arata ca temperatura colectorului solar creste cand acesta este
iluminat. Rata de crestere a temperaturii incetineste dupa cateva minute deoarece pierderile de
caldura ale colectorului cresc.

Temperatura vasului de scurgere ramane aproape constantda, de aceea valoarea sa poate fi
utilizatd la calculele aferente partii a doua a experimentului. In partea a doua a experimentului
caldura este absorbita de apa in curgere, in timp ce colectorul solar are o temperaturd cu pana la 7
grade mai mare decat a apei care iese din tubul acestuia. Dupd cateva minute se obtine o stare
stationara, toate cele trei temperaturi (ale vasului de scurgere, ale colectorului si ale apei care iese
din colector) raman constante. Temperaturile placii absorbante a colectorului (6a) si apei care picura
(62) sunt dependente de debitul de curgere al apei.

Cildura absorbita de colector este folositd pentru incalzirea sa dar si a apei care trece prin
acesta. Pentru a calcula valoarea acesteia, folosim formula:

Q =4am-c(6, —6,) 1)
unde ¢ = 4180 J/kg-K este caldura specifica a apei, iar 8, — 8, este diferenta temperaturilor apei
care curge din colector si a celei din vasul de scurgere. Aceste emperaturi sunt valorile
corespunzatoare ultimelor linii din tab.1 si tab.2 (cand diferenta de temperatura s-a stabilizat).

Masa Am care curge prin colector in intervalul At se poate calcula folosind densitatea apei
p:
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Am AV

=P (2)

50 -
45 -

40 A
—=—8,(°0)
—a—0,(°C)
30 - ——0,(°C)

35 4

25 4

20 1T rrrrrrrrTr 1T T 1T 1T 17T T1mT 17T 17T 171

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

Figura 3. Reprezentarea grafica a temperaturii placii absorbante a colectorului (84), a apei din vasul de scurgere (81) si
a apei care picura (02) in functie de timp

Puterea (caldura Q acumulata in colector in unitatea de timp) se va calcula, folosind debitul mediu
calculat in tabelul 3, cu formula:

av
P = CPE(Bz —6,) 3)
Cu aceste valori puterea este: P = 6,31 W.

CONCLUZII

Aparatura experimentald a constat, in principal, dintr-un colector solar care se incalzeste de
la o sursa de radiatie luminoasa artificiala, dar care simuleaza un colector al radiatiei solare. Astfel,
un tub metalic strabate suprafata acestuia si colecteazd energia termicd a radiatiei luminoase,
ducénd la incalzirea apei in doud cazuri: static si dinamic.

In cazul static, temperatura colectorului creste liniar in timp, la expunerea la radiatia
luminoasi. In cazul dinamic, apa incilzitd in colector este folositd, ceea ce duce initial la sciderea
temperaturii colectorului si a apei ce trece prin colector, apoi aceastd temperaturd va deveni
stationara.

Calculul puterii colectorului solar se face in functie de debitul de curgere al apei prin acesta.
Cu cat este mai mare debitul, cu atit scade diferenta de temperatura. Acest fapt se poate determina
experimental dacd se repetd experimentul la un debit diferit.
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Rezumat: Secventele RMN (ponderate T1, T2, FLAIR si cu gadoliniu) sunt esentiale pentru detectarea atrofiei
cerebrale si a leziunilor demielinizate in bolile neurodegenerative si inflamatorii. Ele faciliteaza diagnosticarea precoce
si oferd detalii importante despre evolutia bolii, sprijinind astfel tratamentele personalizate si monitorizarea eficientd a
pacientilor.

Cuvinte cheie:RMN, atrofie cerebrald, focare diemielinizate, FLAIR

INTRODUCERE

Rezonanta Magneticd Nucleara (RMN) este o tehnicad avansatd de imagistica medicala
utilizatd pentru a obtine imagini de inaltd rezolutie ale structurilor interne ale organismului uman.
Spre deosebire de alte metode imagistice, precum tomografia computerizatd (CT) sau radiografia,
RMN-ul nu implica utilizarea radiatiilor ionizante, ci se bazeaza pe interactiunea dintre un camp
magnetic puternic si protonii din moleculele de apa din organism.

Aceasta face ca RMN-ul sa fie o metoda de diagnostic sigura si neinvaziva, ideala pentru
examinarea tesuturilor moi, cum ar fi creierul, maduva spinarii, muschii si organele interne. RMN-
ul este utilizat pe scara larga 1n neurologie, cardiologie, ortopedie si oncologie datorita capacitatii
sale de a oferi imagini detaliate si precise ale structurilor patologice.

Notiuni teoretice

Campul magnetic reprezintd un element esential in functionarea RMN-ului. Magnetul
principal al aparatului RMN genereaza un camp magnetic puternic, de obicei cu o intensitate de 1,5
sau 3 Tesla, capabil sd alinieze protonii din nucleele atomilor de hidrogen. Aceastd aliniere este
cruciala pentru obtinerea unui semnal RMN.

In practica, cAmpul magnetic este uniform si stabil, iar variatiile acestuia sunt controlate cu
ajutorul bobinelor de gradient, care moduleaza campul pentru a permite localizarea precisd a
semnalului din diferite parti ale corpului. Un camp magnetic de Inaltd intensitate imbunatateste
rezolutia si claritatea imaginii RMN, motiv pentru care aparatele de 7 Tesla si peste sunt folosite
pentru aplicatii de cercetare si imagistica avansata.

Frecventa Larmor este o componentd teoretica centrald a RMN-ului.Aceasta descrie frecventa
la care protonii precesioneazad in jurul liniei cdmpului magnetic extern aplicat. Aceastd frecventa
este specifica fiecdrui tip de nucleu si depinde de intensitatea cadmpului magnetic si de raportul
giromagnetic, un parametru care caracterizeaza comportamentul magnetic al nucleelor atomice.
Ecuatia care descrie frecventa Larmor este:
wo = ¥By
unde:

e w, este frecventa Larmor,

e y este raportul giromagnetic,

e B, este intensitatea campului magnetic.

Aceastd frecventd defineste la ce frecventd trebuie sd fie aplicate undele radio pentru a excita
protonii si a genera semnalul RMN.

Practic, frecventa Larmor joacd un rol crucial in selectivitatea si acuratetea imagisticii,
permitand diferentierea clara intre diverse tesuturi in functie de raspunsul lor la campul magnetic si
la excitatia cu unde radio.
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Izotopul  Spinul Abundenta Rata magnetogirica
3] naturala y(rad!sT)
(%)
'H 12 ~100 2.675x10°
’H 1 0.015 0.41x10"
e 0 98.9 0
Bc 12 1.1 0.673x10°
“N 1 99.6 0.193x10°
N 12 0.37 -0.271x10*
0 0 ~100 0
o 512 0.04 -0.362 x10°
°F 122 ~100 0.252x10°
“Na 32 100 0.708 x10*
sj 12 4.7 -0.532 x10°
*p 12 ~100 0.697 x10*
Scu 32 69.17 0.711 x10*
Cu 32 30.83 0.760 x10*
Bxe 12 24.4 -0.745 x10°

Figura 1 Tabel cu spinul posedat de fiecare nucleu si rata giromagnetica

Precesia reprezintd un fenomen fizic esential in teoria si aplicarea rezonantei magnetice
nucleare (RMN). Acesta descrie miscarea axei de rotatie a unui proton sau a unui alt nucleu cu
moment magnetic in jurul directiei unui cAmp magnetic extern aplicat, care, in RMN, este un camp
magnetic static, puternic si uniform.

In mod natural, protonii din nucleul de hidrogen au un moment magnetic asociat cu spinul lor,
ceea ce i face si se comporte ca niste mici magneti. In absenta unui cAmp magnetic extern, acesti
mici magneti sunt orientati aleatoriu. Atunci cand un camp magnetic puternic (Bo) este aplicat,
protonii se aliniaza fie paralel, fie antiparalel cu directia cdmpului, deoarece existd doud stari
energetice posibile pentru protoni in prezenta unui camp magnetic: starea de energie joasa (paralela
cu campul) si starea de energie naltd (antiparaleld cu campul). Axa de rotatie a protonilor nu
ramane insd fixad in campul magnetic, ci descrie o miscare conica in jurul directiei campului
magnetic. Aceastd miscare, numita precesie, este similard miscarii unui titirez sau a unui giroscop in
jurul unei axe. Viteza cu care protonii precesioneaza in jurul campului magnetic este determinata de
frecventa Larmor.

Cand protonii se aliniaza cu campul magnetic extern, acestia se afld in starea de energie joasa.
Daca se aplicd un impuls de unde radio (radiofrecventa sau RF) la frecventa Larmor, protonii vor
absorbi aceastd energie, iar unii dintre ei vor trece din starea de energie joasa in starea de energie
inalta (antiparaleld cu campul magnetic). Aceasta este faza de excitatie a procesului RMN.

Excitatia protonilor are ca rezultat o schimbare in orientarea lor. Axa de rotatie a protonilor
este deviatd de la alinierea initiald cu campul magnetic extern, formand un unghi cu directia
campului, de obicei 90° sau 180°, in functie de secventa RMN utilizati. In aceasta stare excitata,
protonii continud sd precesioneze, dar acum nu mai sunt aliniati complet cu campul magnetic static.

Dupa intreruperea impulsului de radiofrecventa, protonii tind sd revina la starea de echilibru,
aliniindu-se din nou cu cdmpul magnetic extern. Acest proces de revenire la starea initiala poarta
numele de relaxare si se desfasoara in doua faze distincte:

1. Relaxarea longitudinali (T1): In timpul acestei faze, componentele momentului magnetic
al protonilor revin la orientarea paraleld cu campul magnetic extern (Bo), restabilind
magnetizarea longitudinala. Timpul de relaxare T1 variaza in functie de tipul de tesut si este
un parametru important in imagistica RMN ponderata T1.

2. Relaxarea transversald (T2): Magnetizarea transversald, adicd miscarea de precesie a
protonilor in plan perpendicular pe campul magnetic extern, dispare treptat in aceastd faza.
Aceasta se datoreazd de-fazarii spinurilor protonilor, care determind scaderea semnalului
detectabil. Timpul de relaxare T2 variaza, de asemenea, in functie de tesut si este utilizat
pentru a genera imagini ponderate T2.
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Figura 2. Orientarea momentelor magnetice in absenta unui cAmp magnetic extern (a) si in prezenta acestuia (b).
Directia campului magnetic aplicat determina directia Oz in rezonanta magnetica nucleara

In timpul procesului de relaxare, protonii elibereazi energia absorbitd sub forma de unde
electromagnetice. Aceastd energie este captatd de bobinele de receptie ale aparatului RMN sub
forma de semnale electromagnetice. Aceste semnale sunt ulterior procesate pentru a obtine
informatii despre structurile din interiorul corpului.

In imagistica medicala, diferentele in ratele de relaxare T1 si T2 intre diverse tesuturi permit
distingerea substantei albe de cea cenusie, vizualizarea leziunilor sau tumorilor si evaluarea
structurilor patologice. De exemplu:

e Substanta alba si substanta cenusie au timpi de relaxare T1 g1 T2 diferiti, ceea ce face ca
ele sa apara diferit in imagini RMN ponderate T1 sau T2.

e Leziunile demielinizante, caracteristice sclerozei multiple, apar mai clar in imagini
ponderate T2, deoarece timpul de relaxare T2 al zonei afectate este mai lung decat al
tesuturilor sanatoase.

(@) TR =440ms ; TE = 15 ms (b) TR =4000 ms : 7E = 120 ms

Figura 3. Efectul relaxarii T1 si T2 asupra contrastului unei imagini RMN

Transformata Fourier este un instrument matematic fundamental utilizat in procesarea
semnalului RMN. Acest algoritm transforma semnalele electromagnetice colectate (in domeniul
timpului) in frecvente care pot fi ulterior analizate pentru a obtine imagini detaliate ale structurilor
interne.

Prin utilizarea transformatei Fourier, datele brute din semnalele RMN sunt convertite in
imagini bidimensionale sau tridimensionale care permit vizualizarea exactd a anatomiei si
eventualelor patologii. In contextul RMN-ului, acest proces de reconstructie este esential pentru a
transforma semnalele de amplitudine scazuta in imagini clinice de 1nalta rezolutie.

Formula transformatei Fourier:

te
S(ky ky) = J- p(x, y)e Teyei2nltaxtkyy)gydy
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Figura 4. Sectiunea prin tulpina unei plante obtinuti cu o secventa de pulsuri

Acum cd avem niste notiuni teoretice fundamentale despre imagistica prin rezonanta
magnetica,ne putem directiona atentia la a intelge patologiile neurodegenerative pe care le putem
investiga cu ajutorul RMN-ului.

Atrofia cerebralda este procesul de reducere a volumului cerebral, cauzatda de moartea
neuronilor si a conexiunilor sinaptice. Aceasta duce la pierderea progresivd a masei cerebrale,
afectand atat substanta cenusie, care contine corpul celulelor neuronale, cat si substanta alba, care
contine fibrele de mielind. Atrofia poate aparea in orice regiune a creierului, iar severitatea ei este
corelatd cu simptomatologia clinicd, precum deteriorarea functiilor cognitive, tulburarile de
memorie si dificultitile de coordonare.

In boli neurodegenerative, cum ar fi boala Alzheimer, atrofia este predominanti in regiuni
precum hipocampul si cortexul temporal, zone implicate in memorie si orientare. Pierderea
neuronilor din aceste zone este unul dintre factorii principali care contribuie la declinul cognitiv.

Demielinizarea este procesul prin care mielina, invelisul protector care izoleaza axonii
neuronilor, este deterioratd sau distrusd. Mielina joacd un rol esential in conducerea rapida si
eficientd a impulsurilor electrice intre neuroni. In absenta mielinei, semnalele nervoase devin mai
lente sau se pierd complet, ducand la disfunctii neurologice variate, in functie de localizarea
focarelor demielinizate.

Scleroza multipla este cea mai frecventa boald in care apar focare demielinizate. Aceasta este
o boald autoimuna in care sistemul imunitar ataca mielina din creier si maduva spindrii, ducand la
formarea unor leziuni in substanta alba a sistemului nervos central.

Impactul clinic al acestor afectiuni:

Atrofia cerebrald duce la pierderi cognitive, tulburdri de memorie, dificultati de coordonare
motorie si schimbari de personalitate, fiind asociata cu boli precum dementa si SLA. Focarele
demielinizate cauzeaza simptome diverse, in functie de localizare, inclusiv slabiciune musculara,
tulburari de vedere, dificultiti de vorbire si parestezii. In scleroza multipla, aceste focare pot fluctua
in intensitate, iar evolutia lor este monitorizatd pentru a evalua progresia bolii. Atat atrofia
cerebrald, cat si focarele demielinizate sunt procese patologice ce pot avea efecte devastatoare
asupra functionarii creierului si sunt esential de detectat precoce pentru a optimiza tratamentele si
interventiile terapeutice.

REZULTATE SI DISCUTII

Detectarea atrofiei cerebrale si a focarelor demielinizate cu ajutorul imagisticii prin rezonanta
magnetica nucleara (RMN) se bazeaza pe utilizarea unor secvente specifice, fiecare cu propriile
avantaje pentru evidentierea structurilor si proceselor patologice din creier.

Cele patru secvente principale utilizate in acest context sunt: T1-weighted imaging, T2-
weighted imaging, FLAIR (fluid-attenuated inversion recovery) si imaginile T1 ponderate cu
contrast de gadoliniu. Fiecare dintre aceste tehnici furnizeaza informatii complementare pentru
evaluarea degenerarii si a modificarilor patologice, esentiale 1n diagnosticul bolilor
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neurodegenerative, cum ar fi scleroza multipla, Alzheimer sau scleroza laterald amiotrofica.

T1-weighted Imaging (Imagistica ponderata T1)

Aceastd secventd RMN este utild in vizualizarea structurii si anatomiei creierului, oferind
imagini clare ale conturului si volumului sdu. Este deosebit de eficientd in detectarea atrofiei
cerebrale, care se caracterizeaza prin pierderea de volum a substantei cerebrale, cauzatda de moartea
neuronilor si a conexiunilor sinaptice.

In imaginile ponderate T1, substanta alba apare de culoare deschisd, in timp ce substanta
cenusie este mai inchisd la culoare. Atunci cand apare atrofie, spatiile dintre structurile cerebrale,
cum ar fi ventriculii si santurile cerebrale (sulci), devin mai vizibile datorita pierderii de volum.

Detectarea atrofiei se face prin evaluarea masuratorilor volumetrice ale diferitelor regiuni
cerebrale si compararea acestora cu valorile normale ale populatiei. In bolile neurodegenerative,
cum ar fi boala Alzheimer, atrofia este cel mai vizibila in regiunea hipocampului, unde neuronii se
pierd progresiv.

“T; Relaxation”

“Repetition Time (TR

“T'1-Weighted Image”

Figura 5. Diferenta timpilor de relaxare longitudinali T1

T2-weighted Imaging (Imagistica ponderata T2)

Imaginile ponderate T2 sunt excelente pentru evidentierea modificarilor legate de acumularea
de lichid si procesele inflamatorii din tesuturile creierului. Aceasta face secventa extrem de utila in
detectarea focarelor demielinizate si in identificarea edemelor si a inflamatiei. In cazul sclerozei
multiple, leziunile demielinizate sunt zone in care mielina, invelisul protector al axonilor, este
distrusa, ceea ce duce la perturbarea semnalelor nervoase. In imaginile T2, aceste leziuni apar ca
zone hiperintense (de culoare mai deschisa) datorita acumularii de lichid in jurul axonilor afectati.

Leziunile demielinizate sunt mai usor de detectat in substanta alba a creierului si maduvei
spindrii, unde mielina este predominantd. Acumularea de lichid interstitial in aceste zone reflecta
raspunsul inflamator al organismului si afectarea axonilor.

FLAIR (Fluid-Attenuated Inversion Recovery)

Secventa FLAIR este o varianta a imagisticii ponderate T2, conceputd pentru a elimina
semnalul provenit din lichidul cefalorahidian (LCR), care i1n mod normal apare hiperintens pe
imaginile T2. Prin eliminarea acestui semnal, FLAIR face mai evidente leziunile demielinizate din
zonele adiacente ventriculilor cerebrali, o localizare tipica pentru scleroza multipla.

Figura 6. Timpul de relaxare transversal mediu T2
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Detectarea focarelor demielinizate periventriculare: In scleroza multipla, leziunile sunt
frecvent localizate in apropierea ventriculilor. Secventa FLAIR este extrem de sensibila la aceste
focare, care apar ca zone hiperintense in apropierea ventriculilor, in contrast cu fondul intunecat al
lichidului cefalorahidian.

FLAIR este utila si pentru a detecta leziunile mai subtile, greu vizibile pe imaginile ponderate
T2, si este deosebit de eficienta in diagnosticul precoce al sclerozei multiple, unde pot fi observate
si mici focare 1n regiunile subcorticale.

T1-weighted T2-weighted/ Flair ‘
Figura 7. T1w vsT2w vs FLAIR

T1-weighted Imaging with Gadolinium Contrast (Imagistica ponderata T1 cu gadoliniu)

Aceasta secventa implica utilizarea unui agent de contrast pe baza de gadoliniu, care este
injectat intravenos pentru a imbunatati vizualizarea leziunilor active. Gadoliniul traverseaza bariera
hemato-encefalica doar in locurile unde aceasta este compromisa, lucru caracteristic proceselor
inflamatorii active.

T1-weighted with Gad

-weighted
Figura 8. TIW vs T1W Gad

Leziuni active in scleroza multipli: Leziunile demielinizante active, care sunt asociate cu
inflamatia si distrugerea recentd a mielinei, se acumuleaza gadoliniu si apar ca zone intensificate
pe imaginile T1. Aceasta permite medicilor sd distinga intre leziunile cronice (mai vechi) si cele
active (noi).

Gadoliniul permite, de asemenea, evaluarea proceselor inflamatorii acute si identificarea
zonei de activitate a bolii, fiind util in monitorizarea rdspunsului la tratament si a evolutiel
boliiIntegrarea acestor secvente pentru diagnostic

Prin combinarea acestor secvente, se poate obtine o imagine completa asupra modificarilor
structurale si functionale din creier:

Atrofia cerebrala este mai bine evidentiatd pe imaginile ponderate T1, unde pierderea de
volum a creierului devine evidenta prin dilatarea ventriculilor si cresterea spatiilor dintre santurile
cerebrale. Aceasta poate fi masurata pentru a cuantifica gradul de degenerare neuronala.

Focarele demielinizate sunt mai clar vizibile pe imaginile ponderate T2 si FLAIR, unde apar
ca zone hiperintense. Secventa T2 evidentiaza leziunile datoritd acumularii de lichid si inflamarii,
iar FLAIR elimina interferentele din LCR, oferind o imagine clara a focarelor periventriculare.

Leziunile active sunt detectate cu ajutorul imaginilor ponderate T1 cu gadoliniu, unde zonele
afectate recent de procese inflamatorii apar cu un contrast crescut, indicind o barierd hemato-
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encefalica compromisa.

CONCLUZII

Aceste secvente RMN ofera medicilor instrumente precise pentru a detecta si monitoriza
atrofia cerebrald si focarele demielinizate asociate cu afectiuni neurodegenerative si inflamatorii.
Imagistica ponderata T1 si T2 joaca un rol esential in identificarea clara a structurii si compozitiei
creierului, relevand diferentele dintre tesutul sanatos si cel afectat.

In special, secventa FLAIR este extrem de utild pentru vizualizarea leziunilor care ar putea fi
mascate In imagistica conventionald, in timp ce administrarea de gadoliniu permite evidentierea
leziunilor active, inflamatorii, prin contrast vascular. Aceastd combinatie de secvente nu doar ca
imbunatateste precizia diagnosticarii precoce, dar si contribuie la o intelegere mai profunda a
evolutiei bolii n timp real, oferind astfel un ghid valoros pentru tratamente personalizate, ajustate in
functie de progresia bolii fiecarui pacient.

Aceastd capacitate de a urmari dinamic progresia si activitatea bolii sprijind monitorizarea
continud si eficientizarea interventiilor terapeutice, imbunatatind astfel calitatea vietii pacientilor
afectati.
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Rezumat: hERG reprezinta niste canale de ioni care regleaza functionarea potentialului de actiune. Cand acestea nu
functioneaza corect, potentialul de actiune cardiac este prelungit, rezultand o prelungire caracteristica a intervalului
OT pe electrocardiograma, [1]. Aceasta afectiune este cunoscuta sub numele de sindrom QT lung (LQT). Din acest
motiv, inhibarea hERG este acum vazutd ca o anti-tintd care trebuie evitata in timpul dezvoltarii medicamentelor, [2].
In cadrul lucrdrii, am comparat, in urma simuldrilor de andocare moleculard, afinitatea de legare a diferitor compusi
farmaceutici, [3-6] cu cea a unor polifenoli. In ciuda aparitiei polifenolilor ca inhibitori hERG la o simulare ADMET,
evaluarile de andocare moleculara au relevat energii de legdtura mai slabe decdt cele ale compusilor farmaceutici
utilizati in mod obisnuit. Prin urmare, desi pot inhiba hERG, potentialul lor este mai scazut decat cel al farmaceuticelor
respective.

Cuvinte cheie: hERG, Autodock, andocare moleculard

INTRODUCERE

Canalul de potasiu (hERG sau Kv11.1) este un canal gasit in neuroni si celulele cardiace. El
este dependent de tensiune si este implicat in repolarizarea potentialului de actiune cardiaca. Acesta
este generat de tipuri speciale de canale ionice, prezente in membrana plasmatica a celulei. Aceste
canale sunt inchise in mod normal, dar incep rapid sd se deschidd in cazul in care potentialul
membranar trece peste o anumiti valoare de prag. In privinta canalelor de sodiu apropiate, ionii de
sodiu nu mai pot intra si sunt eliminati din membrana prin transport activ, [1, 2].

Pe masura ce membrana se repolarizeaza, totusi, hERG se redeschide pe masurd ce isi revine
dupa inactivare, facilitand terminarea rapida a potentialului de actiune. Cand hERG nu functioneaza
corect, potentialul de actiune cardiac este prelungit, rezultaind o prelungire caracteristicd a
intervalului QT pe electrocardiograma (ECG). Aceasta afectiune clinica este cunoscuta sub numele
de sindrom QT Iung (LQT) si este un precursor al aritmiei letale numita torsada varfurilor. LQT din
disfunctia hERG este observata in doud contexte distincte, mutatii ereditare ale genei hERG (LQT2)
si induse de medicamente (LQTdi), [1]. Cea din urmd apare deoarece moleculele diferitor
medicamente blocheaza calea ionilor.

Din acest motiv, inhibarea hERG este acum vazutd ca o anti-tintd care trebuie evitatd in
timpul dezvoltarii medicamentelor [2].

MATERIALE SI METODE

Am evaluat proprietitile ADMET a unor polifenoli, curcuma si silimarina, si al unor
farmaceutice administrate in inhibarea FGFR, anume: futibatinib, lirafugratinib, resigratinib si
BLU9931, [3-6]. Aceste proprietati le-am evaluat utilizand software-ul pkCSM, [7].

Datoritd rezultatului pozitiv obtinut pentru inhibarea hERG 1II in timpul acestei evaluari, am
decis sa studiem mai profund impactul potential pe care il poate avea administrarea compusilor
drept medicamente. Pentru asta am efectuat studii de andocare moleculara care implica polifenolii si
farmaceuticele utilizate in FGFR, utilizdnd structura Cryo-EM a hERG (identificatd pe platforma
https://www.rcsb.org/ ca 5VA1), drept proteina. Software-ul de andocare utilizat a fost Autodock,
[8].

Aceastd abordare si-a propus sd obtina rezultate cantitative pentru o evaluare cuprinzatoare.
Caseta de cautare aleasa a fost identica cu cea specificata in lucrarea de cercetare asociata cu SVAI,
[1].

Fiecare simulare a avut o dimensiune a casetei de 60x60x60 A cu intervale uniform distantate
de 0,5 A. Algoritmul genetic a fost configurat cu 50 de ruliri, avand o dimensiune a populatiei de
300 si un numar de evaluari energetice cuprins Intre 8 si 12.000.000, pe baza numarului gradelor de
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torsiune ale ligandului. O reprezentare a proteinei hERG se poate vedea in figura 1 atasatd mai jos.
Reprezentarea am obtinut-o in urma introducerii SVA1 in Mol*, [9].

Figura 1. Structura hERG

REZULTATE SI DISCUTII

Rezultatele simularii de andocare moleculara asupra hERG sunt urmatoarele: Futibatinib
demonstreaza o energie de legatura de -6,63 kcal/mol pe hERG, in timp ce lirafugratinib prezinta -
6,87 kcal/mol, resigratinib -5,79 kcal/mol si blu9931 -6,44 kcal/mol. in schimb, curcuma si
silimarina prezinta energii de legatura de -5,65 kcal/mol si, respectiv, -5,63 kcal/mol, pe aceeasi
hERG. Rezultatele se pot vedea si in tabelul 1 atagat mai jos.

Tabelul 1. Rezultatele andocérii pe hERG

Ligand Energie de legiaturi(kcal/mol)
Futibatinib -6,63
Lirafugratinib -6,87
Resigratinib -5,79
Blu9931 -6,44
Curcuma -5,65
Silimarina -5,63

Rezultatele acestea indicd faptul cd polifenolii au demonstrat energii de legdturd mai mici
pentru hERG, indicand astfel o eficienta mai scazutd in comparatie cu farmaceuticele utilizate in
practica. Acest lucru se aliniazd cu presupunerile noastre initiale, anume ca polifenolii nu se leaga
puternic de hERG si sunt astfel mai putin daunatori fata de medicamentele utilizate in practica. Prin
urmare, desi pot inhiba hERG, potentialul lor este mai scazut decat cel al farmaceuticelor.

CONCLUZII

Pentru a rezuma, curcuma si silimarina sunt niste compusi siguri, in ciuda aparitiei lor ca
inhibitori hERG. Evaluarile de andocare moleculara au relevat energii de legatura mai slabe decat
cele ale unor farmaceutice utilizate in mod obisnuit.
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Rezumat: Daca exista o diferentd de temperatura intre doud puncte ale unui corp solid, se observa ca dupa un interval
de timp cele doua puncte ajung la un echilibru termic. Conductia caldurii poate avea loc intr-un corp numai cind
diferite parti ale corpului se afla la temperaturi diferite, iar sensul schimbului de caldura este intotdeauna de la punctul
de temperatura mai inalta spre cel de temperaturd mai joasd. S-a studiat transferul de caldura in solide folosindu-se
bare de metal -din fier, cupru, aluminiu - si o bagheta de sticla.

Cuvinte cheie: transfer de caldurd, conductivitate, bare metalice

INTRODUCERE

Difuzia (conductia) termica este fenomenul de uniformizare spatiald a temperaturii unui
sistem prin aparifia unui flux de cdldura intre partile sale, aflate la temperaturi diferite. Asadar, un
gradient de temperatura da nastere unui flux de céldura [7].

Transferul caldurii prin conductie constd in transmisia céldurii dintr-0 regiune cu
temperaturd mai ridicatd catre o regiune cu temperaturd mai joasa, intr-un corp sau intre medii, In
contact fizic direct, fara existenta unei deplasari aparente a particulelor care alcatuiesc mediile [4].

Pentru un corp solid, la nivel microscopic, conductia termicad se face prin intermediul
moleculelor, al electronilor din banda de conductie si prin vibratiile termice ale retelei. Are loc
astfel un transfer de caldurd prin tot corpul solid, astfel se poate spune cid solidul poseda o
conductivitate termica [5]. Corpurile solide conduc in mod diferit caldura, iar marimea fizica ce
caracterizeaza substanta din punct de vedere al transportului de caldurd este coeficientul de
conductibilitate termica, notat cu A.

e regim variabil - temperatura in diferite puncte ale corpului, variaza cu timpul,

e regim stationar (permanent) - temperatura corpului intr-un punct oarecare nu variaza in timp
(cantitatea de caldura care trece printr-un element de volum este egald cu cea care pleaca din
elementul de volum), ci depinde doar de distanta la care se afla punctul in raport cu sursa de
caldura [6].

In cazul metodei stationare aplicatd pentru o bari solida, daca gradientul de temperaturi este
unidirectional de-a lungul acesteia, cantitatea de cdldura dQ transportatd in unitatea de timp dt

depinde de aria sectiunii normale S a barei, de gradientul de temperatura é;_T perpendicular pe
X

aceastd suprafata, conform formulei:

dt OX
unde A este coeficientul de conductivitate termica al metalului [3]. Egalitatea de mai sus reprezinta
legea lui Fourier. Legea lui Fourier poate fi, de asemenea, utilizata pentru a calcula debitul
schimbului de caldurd printr-o placa sau orice alt corp omogen avand o sectiune transversala
uniforma perpendiculard pe directia schimbului de caldura, cu conditia ca schimbul sa ajunga la un
regim stationar si capetele sa fie mentinute la temperaturi constante [8, p.582].

MATERIALE SI METODE

Elementele de bazd ale aparaturii experimentale sunt: bare de metal (din fier, cupru si
aluminiu) i o bagheta de sticld, toate avand lungimea de 150 mm, doua termometre digitale cu
sonda de imersiune si un termometru digital cu sonda de imersiune, NiCr-Ni, 50/1000 °C, incalzirea
fiind asigurata de un Incalzitor cu imersiune.
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Pentru initializarea experimentului, se fixeaza plasa de sarma pe un suport, pe care se pune
apoi paharul de laborator. Se fixeaza cele doud cupe cilindrice in stanga si in dreapta vasului
Berzelius. Se pune bara de cupru cu ajutorul unui tub de sticla in unghi, astfel incat sa existe un
contact termic intre un capat al barei si apa din vasul Berzelius, iar celdlalt capat se introduce intr-
una dintre cupele cilindrice. Se repeta acest procedeu si pentru bara de fier.

Se umplu cele doud cupe cilindrice cu apa, pana aproximativ la 2 mm de capatul de sus. Se
fixeaza cele doud termometre pe tabla magneticd si se introduc sondele termometrelor in cupele
cilindrice. Sonda de imersiune NiCr-Ni a termometrului al treilea se introduce in vasul cu apa ce va
fi incalzita de la o sursa de caldura[1].

Figura 1. Realizarea experimentului pentru studiul transferului de caldura prin conductie in solide : fier si cupru

Pentru masuratori, se umple cu apa vasul Berzelius si se introduce incélzitorul cu imersiune
in vas, se incalzeste apa pana cand aceasta fierbe, apoi se citesc temperaturile initiale din cupele
cilindrice (81 si 02) si din vasul Berzelius (6;). Se pun barele metalice, pe cit posibil simultan, intre
vasul de sticla si cate o cupa cilindrica. Se porneste cronometrul si se citesc temperaturile din cupele
cilindrice si din vasul Berzelius dupa 5, 10 si 15 minute. Se calculeaza diferentele AO:1 si A ale
temperaturilor din paharele de aluminiu fatd de cele din momentul initial.

Se repeta procedeul anterior pentru o bard de aluminiu si bagheta de sticla.

Figura 2. Realizarea gradientului de temperaturd pentru barele de sticla si aluminiu

REZULTATE SI DISCUTII

Diferentele de temperatura in cele doua setari experimentale sunt prezentate in Tabelele 1 si
2. La inceput, cresterea temperaturii in cupele cilindrice este lenta deoarece initial barele trebuie sa
isi omogenizeze temperatura acestora. Apoi se va forma un gradient de temperatura, aproximativ
constant, intre capetele barei (se constata experimental ca acesta se formeaza dupa 5 minute)

Tabelul 1. Rezultatele experimentale pentru barele de fier si cupru
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t(min) | 6,(C) | 6,(°C) | A6,(°C) | 46,(°C) | 6,(°C)
5 25.2 25.2 0 0 99
10 26 30.7 0.8 5.5 99
15 26.9 36.2 1.7 11 100
Tabelul 2. Rezultatele experimentale pentru barele de aluminiu i sticla
t (min) #,(°C) #,(°C) A8, (°C) A8, (°C) 8:(°C)
5 25.2 25.2 0 0 99,2
10 26.2 25.2 1 0 99
15 27.4 25.2 2.2 0 99

Cresterea temperaturii In cupe este o masura a caldurii AQ transferatd prin barad atunci cand
un gradient de temperatura constant este format. De aceea, diferenta de temperatura A8 dintre cupe
este calculatd doar de la momentul t=5 min incolo (astfel At va lua valorile 10 min si 15 min pentru
fiecare bara).

In cazul baghetei de sticli s-a constatat ci in timpul de 15 minute apa din cupa nu si-a
schimbat temperatura, de aceea a fost nevoie de prelungirea experimentului panad la cresterea
temperaturii din cupa cu AB = 0.1 grade, timpul total scurs fiind 25 de minute (At = 20 min).

Cupele contin aceeasi cantitate de apa, avand aceeasi caldura specifica [1]. Astfel se scrie:

AQ = C - A8,
unde C este capacitatea calorica a vasului de aluminiu cu apa.

Marimea C se calculeaza cu formula C=mj c1+ ma C2, unde m este masa cupei de aluminiu,
c1 =900 J/kg K este capacitatea calorica a aluminiului, m este masa apei din cupa de aluminiu, ¢,
= 4180 J/kg-K este capacitatea calorica a apei.

Cele doud mase se obtin prin cantarirea cupei goale, apoi a cupei cu apa (masa apei se afla
prin diferentd). In urma masuratorilor si calculelor, mi= 6,5¢g M= 36,5¢g, C=158,42 J/kg

Pentru fluxul stationar marimea acestuia depinde de gradientul constant format in bara
datorita diferentei de temperatura dintre cele doua capete ale barei [7].

Diferenta de temperatura este cea dintre 6, - temperatura capatului cald (de fierbere a apei

()

din vas) si 8 - temperatura capdtului rece, din cupa de aluminiu (s-a renuntat la indicele 1 sau 2 in
notarea temperaturii acestora).
Adaptand formula (1) conditiilor din experimentul de fata, se obtine:
e _ 1.5 0. —
s A : (0 —6) (@)
S-a masurat diametrul barelor d cu un micrometru, astfel ca aria sectiunii transversale a

9 da? . . o 1
barelor se afld cu formula § = HT si astfel coeficientul de conductibilitate se va calcula:
4-C-1-A8
 md?-At(0p—8) (3)
Pentru fiecare bard s-au calculat doud valori ale coeficientului, cu exceptia sticlei, unde a fost nevoie
de prelungirea duratei experimentului.
Rezultatele se gasesc in tabelul 3:

Tabelul 3. Marimile obtinute in urma masuratorilor si calculul coeficientului A pentru cele 4 substante

C AO At | d O 0 A
Y O] B @m0 (o) tim
ier . 103 .
1.7 600 4.75:10 100 | 26.9 51.98
cupru 55 300 48103 99 | 30.7 | 352.50
11 600 ) 100 | 36.2 | 377.37
aluminiu 1 300 78103 99 | 26.2 | 176.71
158,42| 2.2 600 | 0.15 ’ 99 | 27.4 | 197.64

sticla 0 600 59103 99 | 25.2 -
0.1 1200 ) 99 | 254 1.09
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CONCLUZII

Experimentele de evidentiere a conductivitatii termice a solidelor (metale - fier, cupru,
aluminiu - precum si sticla) necesita calculul fluxului de energie printr-o bara din aceste materiale.
Acest flux este dependent de conductibilitatea termica, de aria sectiunii S si de lungimea | a barei,
precum si de diferenta de temperatura dintre cele doua capete ale barei [4]. Se mentine un gradient
de temperaturd constant la capetele barei si astfel se pot estima coeficientii de conductivitate
termica.

Rezultatele obtinute sunt in bund concordantd cu valorile tabelare din literatura de
specialitate.

Se remarcd o diferentd semnificativd intre valorile obtinute pentru metale comparativ cu
sticla, care poate fi considerata izolator termic. Dintre metale, se remarca conductivitatea termica
mai scazutd a fierului, iar cuprul este conductorul cel mai bun (si astfel folosit in instalatii de
transmitere a caldurii).
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Rezumat: Andocare moleculara este utilizata pentru a modela interactiunea dintre o moleculd mica si o proteina, la
nivel atomic, permitandu-ne sa studiem comportamentul moleculelor mici in locul de legare al proteinelor tinta, [1].
AutoDock este una dintre cele mai citate aplicatii utilizate in andocarea moleculara, [2], astfel, prin lucrarea de fata

am ales sd prezentam un ghid pas cu pas pentru realizarea unui protocol standard de andocare, utilizind software-ul
Autodock, [3].
Cuvinte cheie: Autodock, andocare, protocol

INTRODUCERE

Andocarea moleculard a devenit o unealtd tot mai importantd in domeniul dezvoltarii
medicamentelor. Aceasta poate fi utilizata pentru a modela interactiunea dintre o molecula mica si o
proteina la nivel atomic, permitandu-ne sa studiem comportamentul moleculelor mici in locul de
legare al proteinelor tintd, precum si sd observam procesele biochimice fundamentale care au loc
acolo, [1, 2].

Procesul de andocare constd in doud etape de baza: predictia conformatiei ligandului si
evaluarea afinitatii de legare pe baza calculului energiei de legatura. Conformatiile generate sunt
organizate pe baza eficacitdtii lor in legarea la proteina aleasa. Valori energetice mai mici in acest
algoritm de clasare indica interactiuni mai favorabile [4].

MATERIALE SI METODE

Primii pasi ai andocarii constd in pregatirea ligandului si a proteinei. Avem nevoie de acesti
pasti incipienti pentru a asigura rezultate cat mai realiste.

In primul rand, vom descirca structura ligandului in formatul Simulation Description Format
(.SDF) de pe platforma PubChem (https://pubchem.ncbi.nlm.nih.gov/). Deoarece AutoDock nu
poate deschide fisiere .SDF, le vom converti in formatul Protein Data Bank (.PDB), folosind
software-ul Open Babel, [S]. Urmatorul pas consta in importarea ligandului (in format .PDB) in
AutoDock (ADT), unde se vor adauga sarcini electrice si legdturile rotative (din meniul Ligand). Pe
urma, versiunea finala, cea care este utilizata in andocare, va fii salvata in formatul nativ AutoDock,
care este formatul Protein Data Bank, Partial Charge si Atom Type (.PDBQT). O diagrama
reprezentativa a acestui proces poate fi vazuta in figura 1 de mai jos.

format M format format
.SDF .PDB PDBQT

Figura 1. Pasii pregatirii ligandului

Structura proteinei a fost descarcatd de pe platforma Research Collaboratory for Structural
Bioinformatics Protein Data Bank (PDB) (https://www.rcsb.org/). Aceasta o importdm 1in
AutoDock, unde urmeazd sia indepartam moleculelor de apa, sda adaugam hidrogenul polar, sa
adaugam sarcini electrice Kollman si sa verificim distribuirea egala a acestora (toate acestea din
meniul Edit). Dupa aceasta, versiunea finald a proteinei o salvam in formatul .PDBQT, [4]. O
diagramad corespunzatoare pentru procesul de pregétire a proteinei poate fi vazuta in figura 2.
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‘ eliminarea i ‘ ‘ _ adﬁugar@a _ ‘ adaugarea sarcinilor
moleculelor de apa hidrogenului polar electrice Kollman

PDBQT gata de _m ‘ distribuirea
utilizat uniforma a acestora

Figura 2. Pasii pregétirii proteinei

Dupa efectuarea acestor pasi incipienti putem continua cu protocolul de andocare.

Inserarea ligandului si a proteinei se fac in urmétorul fel:

Ligand — Input — Open - alegem ligandul dorit, si pentru proteina:

Grid - Macromolecule - Open - alegem proteina dorita.

Dupa aceasta, in fereastra din partea stanga ne vor aparea numele ambelor structuri iar in
partea dreapta reprezentarea structurii acestora. O capturd de ecran care sa ilustreze cele mentionate
se poate vedea in figura 3 de mai jos.

74 AutoDockTools - O *

‘F\Ie 3D Graphics Edit Select Display Color Hydrogen Bonds Compute Gnid3D Help

HELY LGN SO S

|ﬁ~DTJ 2 Ligand Flexible Residues Grid Docking Run Analyze

J Dashboard | Scenario | Tools |
Sel - x[cmD x|
Eg.‘ f‘A SLBCRMSLCI
All Molecules
Current Selection
& gligand CBOCOOVY
= q@proteina OBOO0O0OVY
Mod.- [None Time: 2.263  Selected: [0 Atom(s) Spinoff — |FR:| 0.0 @

Figura 3. Introducerea ligandului si proteinei in AutoDock

Mai departe, este nevoie sa credm hartile cu coordonate atomice. Ele sunt importante deoarece
ne aratd cu ce energii se leaga diferite tipuri de atomi de proteina in cauzd. Vom avea astfel cate o
harta pentru fiecare tip de atom a ligandului. Pentru a le crea urmam pasii:

Grid — Gridbox - selectam valorile pentru dimensiunea regiunii de cautare si centrul acesteia.
Regiunea poate sd cuprinda intrega proteind sau numai o parte din ea, daca se cunoaste exact locul
in care urmeaza sa aiba loc interactiunea. Regiunea de andocare se poate afla uneori din lucrarile de
cercetare publicate alituri de structura proteinelor. In figura 4 de mai jos se poate observa
dimensiunea regiunii de cadutare suprapusd peste o proteina, aldturi de fereastra de selectare a
parametrilor acesteia.
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7%

File Center View Help
Current Total Grid Pts per map: 226981
number of points in x-dimension:

L |

number of points in y-dimension:
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number of points in z-dimension:
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Spacing (angstrom): IIT1 0.500TTTH

Center Grid Box: <offset>
x center: |12.944

y center: |-4.407 ||I|||HH|||.J]]]
z center: |23.908 HIIIII]II]]]III

Figura 4. Regiunea de cautare si lista parametrilor acesteia

Grid - Output - Save GPF . Fisierul Grid Parameter File contine toate informatiile necesare
despre parametrii regiunii de cautare care sunt utilizati in simuldrile de andocare. Acesti parametri
includ dimensiunea regiunii de cautare, centrul acesteia, distanta dintre punctele sale si alte setari
specifice legate de calcularea interactiunilor dintre ligand si proteind. Acesti parametri se pot vedea
si In figura 5 atasata mai jos.

hpts 60 60 60 # num.grid points in xyz

parameter file AD4 parameter.dat # force field default parameter file
gridfld FGFR4.maps.fld # grid data file

spacing @.5 # spacing(A)

receptor_types A C HD N OA SA # receptor atom types

ligand types A C HD N NA OA SA # ligand atom types

receptor FGFR4.pdbqt # macromolecule

gridcenter 12.944 -4.407 23.908 # xyz-coordinates or auto

smooth @.5 # store minimum energy w/in rad(A)
map FGFR4.A.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.C.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.HD.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.N.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.NA.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.0A.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.SA.map # atom-specific affinity map

elecmap FGFR4.e.map # electrostatic potential map
dsolvmap FGFR4.d.map # desolvation potential map

dielectric -@.1465 # <@, AD4 distance-dep.diel;>@, constant

Figura 5. Fisier de tip .GPF

Pe baza acestui fisier .GPF, AutoDock poate cduta eficient orientari de legare si conformatii
favorabile ale ligandului in regiunea de legare al proteinei. Informatiile stocate in fisierul .GPF sunt
esentiale pentru interpretarea rezultatelor obtinute Tn urma simuldrilor de andocare, [6]. Rularea
AutoGrid are loc Tn urmatorul fel:

Run - Run AutoGrid - selectam calea catre fisierul .GPF si calea catre locul in care
executabilul AutoGrid este instalat.

Dupa rularea cu succes a programului vom vedea ca se salveaza automat cate un fisier pentru
fiecare tip de atom din care este alcatuit ligandul, adicd in acest caz, conform figurii 5: carbon
aromatic (A), carbon alifatic (C), hidrogen cu legéturi donatoare(HD), nitrogen care nu accepta
legaturi de hidrogen (N), nitrogen care accepta legaturi de hidrogen (NA), oxigen care accepta
legaturi de hidrogen (OA) si sulf care accepta legaturi de hidrogen (SA). Pe langa hartile specifice
fiecarui atom, se mai creeazd cate o hartd a energiei potentiale electrostatice si una a energiei
potentiale de desolvatare.
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Orice tip de hartd constd de fapt dintr-o retea tridimensionald de puncte distantate Tn mod
regulat si centrate pe o anumitd regiune de interes a proteinei in studiu. Fiecare punct din harta
stocheaza energia potentiald a unui atom ,,sonda”, energie care se datoreaza tuturor atomilor din
macromoleculd. AutoGrid creeaza pe langa mapele specifice inca doua fisiere cu extensiile ,,.fld” si
»-Xyz”. Primul este un fisier de cAmp care rezuma toate mapele create iar cel din urma descrie
intinderea spatiala a regiunii de cautare 1n spatiul cartezian, [6].

Acum cd avem hartile necesare putem sa continudm cu procesul de andocare in sine. Pasii
necesari sunt urmatorii:

Docking — Macromolecule - Set Rigid Filename - selectam proteina, deoarece ea este cea care
ramane rigida in timpul andocarii.

Docking - Ligand - Choose - selectam ligandul
Docking - Search parameters - Genetic algorithm - dupa care se va deschide fereastra in care
selectam parametrii algoritmului genetic. Cei mai importanti parametrii ai algoritmului genetic sunt,
conform ordinii din figura 6 de mai jos:

74 Genetic Algorithm Parameters X

Number of GA Runs: |10

Population Size: 150
Maximum Number of evals: medium ¥|250000
Maximum Number of generations: 27000

Maximum Number of top individuals
that automatically survive:

Rate of Gene Mutation: |0.02
Rate of Crossover: 0.8

1

GA Crossover mode: [twopt v/

Mean of Cauchy distribution for

gene mutation o

Variance of Cauchy distribution for 1

gene mutation 8

Number of generations for picking
e 10
worst individual

Accept | Close l

Figura 6. Parametrii algoritmului genetic

Numarul total de rulari a algoritmului- acesta poate lua orice valoare si indica de fapt de cate
ori s-a rulat algoritmul. Valoarea standard este de 10 rulari.

Marimea populatiei- reprezinta numarul de indivizi din populatie. Fiecare

individ este o cuplare a unui genotip si fenotipul asociat acestuia. In general, valorile sunt
cuprinse intre 50 si 200.

Numarul maxim de evaluari- reprezinta numarul maxim de evaluari energetice din fiecare
rulare. Valoarea standard, cea de 250.000 este in general utilizatd pentru liganzi cu pana la 10
legaturi flexibile. Odata cu cresterea numarului de legaturi flexibile, si numarul maxim de evaluari
trebuie sa creasca pentru a oferi rezultate cat mai apropiate de realitate.

Numarul maxim de generatii- este numarul maxim de generatii de indivizi produse in fiecare
rulare. Valoarea standard este de 27.000.

Numarul maxim de indivizi care supravietuiesc- este numarul total de indivizi dintr-0
generatie care supravietuiesc. Valoarea predefinitd este de 1.

Rata mutatiei genei- este un numar subunitar care exprima probabilitatea ca o anumita gena sa
fie mutata. In general se utilizeazi valori scazute pentru acest parametru, 0.02 fiind standard.

Rata incrucigarii- reprezintd numarul de perechi dintr-o generatie care vor face schimb de
material genetic. Si acest parametru este subunitar, valoarea standard fiind de 0.8.

Algoritmul genetic ruleazd pand cand este atins numdrul maxim de evaludri sau numarul
maxim de generatii , [7].

In continuare: Docking — Output — Lamarckian GA — alegem un nume pentru nou creatul fisier
.DPF .
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Fisierul cu parametrii de andocare (.DPF) contine tot ceea ce are nevoie programul pentru a
rula cu succes simularea de andocare, mai exact: hartile cu coordonate atomice care vor fi utilizate
pentru andocare si parametrii pentru ciutare. In figura 7 de mai jos se pot vedea parametrii pe care
ii contine un fisier de tip .DPF.

autodock_parameter_version 4.2 # used by autodock to validate parameter set
outlev 1 # diagnostic output level

intelec # calculate internal electrostatics

seed pid time # seeds for random generator

ligand types A C HD OA # atoms types in ligand

fld FGFR4.maps.fld # grid_data_file

map FGFR4.A.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.C.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.HD.map # atom-specific affinity map

map FGFR4.0A.map # atom-specific affinity map

elecmap FGFR4.e.map # electrostatics map

desolvmap FGFR4.d.map # desolvation map

move astilbin.pdbqgt # small molecule

about ©.822 ©.976 -2.66@ # small molecule center

trane random # initial coordinates/A or random
quaternion@ random # initial orientation

dihed random # initial dihedrals (relative) or random
torsdof 1@ # torsional degrees of freedom

rmstol 2.0 cluster_tolerance/A

extnrg 1000.0

e@max @.0 10000
ga_pop_size 300
ga_num_evals leeeeeee
ga_num_generations 27000
ga_elitism 1
ga_mutation_rate @.82
ga_crossover_rate 0.8
ga_window_size 10
ga_cauchy_alpha 0.0
ga_cauchy_beta 1.0
set_ga

sw_max_its 300
SW_max_succ 4

sw_max fail 4

sw rho 1.8

sw_1b rho .01

1s search freq .06

external grid energy

max initial energy; max number of retries

number of individuals in population

maximum number of energy evaluations

maximum number of generations

number of top individuals to survive to next generation
rate of gene mutation

rate of crossover

Alpha parameter of Cauchy distribution

Beta parameter Cauchy distribution

set the above parameters for GA or LGA

iterations of Solis & Wets local search

consecutive successes before changing rho
consecutive failures before changing rho

size of local search space to sample

lower bound on rho

probability of performing local search on individual

R T L L R

set_pswl set the above pseudo-Solis & Wets parameters
unbound_model bound state of unbound ligand

ga_run 50 do this many hybrid GA-LS runs

analysis # perform a ranked cluster analysis

Figura 7. Fisier de tip .DPF

Acum, pentru rularea propriu-zisa a andocarii:

Run - AutoDock — si selectam calea catre locul in care este instalat executabilul si calea catre
locul in care este salvat fisierul .DPF.

La sfarsitul rularii se va crea un nou fisier cu extensia .DLG, Docking Log File. Acest fisier
reprezinta de fapt rezultatul final al andocarii. El contine toate informatiile referitoare la procesul de
andocare. Dintre acestea, cele mai importante sunt: informatii energetice ale complexului nou creat
(energii de legdturd) si conformatia propriu-zisa a complexului format din ligand si proteina.

Pentru a analiza conformatiile nou create vom face urmatorul lucru:

Analyze — Dockings — Open — alegem fisierul .DLG pe care vrem sa il analizam

Analyze — Macromolecule — Open — se va deschide automat proteina pe care s-a efectuat
andocarea.

Analyze — Conformations — Play — unde ni se va deschide o fereastra din care vom putea
naviga intre diferitele conformatii. De aici vom apasa pe iconita “& ”. Se va deschide din nou o
fereastra unde selectam iconita “Show Info”. Aceasta ne va deschide o a treia fereastra care contine
informatii despre fiecare conformatie in parte.

In figura 8 de mai jos se poate vedea un exemplu in care se vad informatiile primei
conformatii ale unei simuldri pe care am efectuat-o.
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Figura 8. Analiza rezultatelor

Dupa ce gisim conformatia doritd, adica cea cu energia de legaturd cea mai scazutd, apasam
butonul “Write Complex” pe urma alegem un nume pentru complexul nou creat si o locatie unde sa
fie salvat. Complexul nou creat se va salva in format .PDBQT iar el poate fii prelucrat in
continuare, [4, 6].

CONCLUZII

Prin aceasta lucrare, am prezentat modul de lucru prin care se efectueazd o andocare
moleculard standard.
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Rezumat: Concursurile organizate pentru ocuparea unor posturi didactice din invagamdntul preuniversitar prezintd
sarcini de lucru grupate pe trei categorii: cunoasterea stiinfifica (cu alte cuvinte, subiecte de fizica - teorie), rezolvarea
de probleme si cunoasterea metodica. Lucrarea de fatad isi propune sa atraga atentia asupra cunoasterii aprofundate a
notiunilor de fizicd, necesare pentru rezolvarea problemelor propuse. Este prezentat un subiect, impreund cu
rezolvarea sa in detaliu si cu contextul stiintific in care se incadreaza acesta. Se constatd ca, pentru a raspunde la o
astfel de sarcinad de lucru, este nevoie de o bund cunoastere stiintifica si de o gandire criticd si structuratd pentru a se
obtine o rezolvare corecta §i usor de urmarit.

Cuvinte-cheie: transformarea politropa, indice politropic, caldura molard in transformarea politropd, rezolvare de
probleme

INTRODUCERE
Se numeste transformare politropa, transformarea pe care o suferd un sistem termodinamic
inchis, in care cdldura molard ramane constantd (C,, =const.) [1, 2, 4, 5, 6].

In cele ce urmeaza, se va lucra in aproximatia gazului ideal.

Prin definitie, se numeste gaz ideal, gazul care indeplineste conditiile: este format dintr-un
numar mare de particule considerate identice, care se misca conform legilor mecanicii clasice si
care pot fi considerate ca puncte materiale, dimensiunile lor fiind mici in raport cu distantele dintre
ele, fortele intermoleculare sunt neglijabile, astfel incat traiectoriile moleculelor in interiorul vasului
sunt linii drepte, iar ciocnirile dintre molecule si cele cu peretii vasului sunt perfect elastice.

Ecuatia (legea) transformadrii politrope se poate stabili pornind de la expresia matematicad a
primului principiu al termodinamicii [2, 6]:

0Q =dU + padV W

dU =vG,dT | = vCdT =vC,dT + pdV = dT =h
V p—

5Q =vCdT

unde s-a notat cu C caldura molara a gazului ideal.
Se diferentiaza ecuatia termica de stare a gazului ideal, pV =vRT , si se poate scrie,

folosind expresia lui dT , si ecuatia Robert-Mayer (C, =C,, +R):

c-C
pdV +Vdp =vRdT = “Te VA,
C-C, V p
Se noteaza:
C-C, _
c-Cy
unde n poarta numele de indice politropic si rezulta:
d_p +n- d_V =0
p Vv
relatie care se integreazd, obtinandu-se legea transformarii politrope:
pV" = const.
Se disting urmatoarele cazuri particulare:
- daca n=1 = pV =const, deci transformarea este izoterma

n

-daca n=0 = p=const, atunci transformarea este izobara
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-dacd n=y = pV’ =const, transformarea este adiabatica

Se observa ca se poate scrie urmatoarea relatie:
1 Vd
dv =—=.1P
n p
in care, pentru N — oo, rezulta:
dvV =0 = V =const.

deci transformarea este izocora.
Expresia caldurii molare intr-o transformare politropa rezultd din expresia indicelui
politropic:
C—CIO R
C-Cy n-1

Reprezentarea graficd a dependentei p= p(V) pentru o transformare politropd este

prezentata in figura 1.

pA . .
' = iz0COrd,n =10w0,C =G

. R
= politropa,n=n,C=CG, ———
) p p Va4

/ - R
= procesliniar,n=-1,C =C, +E

—— jzobarg,n=0,C = Cp

izoterma,n=1,C =0

——= adiabata,n=y,C=0

\Y
Figura 1. Reprezentarea grafica a unei transformari politrope in sistem de coordonate ( p,V ) [2]

O transformare politropa care apare deseori in probleme este cea reprezentatd, in coordonate
( p,V) , printr-o dreapta care trece prin originea sistemului de axe (cea denumita ,,proces liniar” in

figura 1). Se observa ca dependenta p=p (V) este n acest caz liniard, ceea ce se poate scrie:

p=const.-V = 5 =const. = pVv -1 = const.

Rezulta astfel o transformare politropa avand indicele politropic n=-1 si cdldura molara
R
C = CV + E .
In ceea ce priveste caldura molard, reprezentarea grafici a dependentei C =C (n) este cea

din figura 2.
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ci
Cp
__/ n—oo
C\/ n
ol 1 ¥ -
A—=—l<n<y

Figura 2. Dependenta caldurii molare de indicele politropic [2]

Se observa ca in cazul 1<n<y, caldura molara este negativa, ceea ce inseamna ca daca
gazul primeste caldurd (ceea ce inseamna Q >0), variatia de temperatura trebuie sa fie negativa

(AT <0), deci gazul se raceste. [2]
Se observa ca, folosind ecuatia termica de stare a gazului ideal, se mai poate scrie:
pV =vRT = p :VVﬂ = VVEVn =const. = TV " =const.
respectiv:
pv=vRT = V = % = p(%)n =const. = p¥"T" =const.
acestea fiind alte forme sub care poate fi folosita legea transformarii politrope, in functie de datele
cunoscute.

PUNEREA PROBLEMEI

In ceea ce urmeaza, se aduce in discutie rezolvarea unei probleme in care un gaz ideal sufera
mai multe transformari politropice. Problema a fost propusa spre rezolvare in cadrul concursului
national de ocupare a posturilor didactice/catedrelor vacante/rezervate din invatamantul
preuniversitar din 12 iulie 2023 [7], rolul sau fiind de evaluare si departajare a candidatilor.

Din punct de vedere metodic, rezolvarea de probleme este o metoda de predare-invatare-
evaluare complexa, care are la bazd efectuarea unor operatii mintale si motrice cu scopul formarii
de priceperi, deprinderi si abilitati de munca intelectuala si fizica, cu un scop multiplu: intelegerea
esentei fizice si a notiunilor studiate, aprofundarea cunostintelor prin repetarea si fixarea materiei
insusite, dobandirea increderii in fortele proprii, formarea deprinderii de a invinge obstacole in
cazul rezolvarii problemelor cu grad sporit de dificultate, stabilirea de corelatii intre fizica si
stiintele inrudite, exersarea si aprofundarea cunostintelor de matematica, dandu-le acestora un sens
concret, sporirea operativitdtii gandirii, familiarizarea cu unitdti de masura, verificarea rapida a
cunostintelor dobandite [3]. Din acest motiv, este necesar ca tehnica rezolvarii de probleme sa fie
bine stapanita de catre profesor, ca parte a pregatirii sale metodico-stiintifice.

Astfel, in cadrul concursurilor de ocupare a posturilor didactice, rezolvarea de probleme ca
sarcind de lucru distincta are mai multe roluri, printre care se numara verificarea modului in care
sunt folosite cunostintelor teoretice la rezolvarea unor situatii descrise in ipoteza problemei si a
modului in care sunt structurate, ordonate, prezentate si utilizate procesele mentale pe baza cérora
se realizeaza rezolvarea propriu-zisa a problemei.

DISCUTII PE STUDIUL DE CAZ
Consideratiile de mai sus vor fi exemplificate cu ajutorul problemei de termodinamica

inainte mentionate [7].
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Astfel, se considera ca o cantitate data de gaz ideal monoatomic este supusa unui proces
ciclic 12 —->3—1 in cursul caruia patratul densitatii gazului variaza cu temperatura sa absoluta
conform graficului din figura 3. In transformarea 2 -—>3 dependenta de temperaturd a patratului

ey a o .
densitatii este p” = =5 unde a =const. Se cere s se determine:

a) raportul —== dintre variatia energiei interne a gazului intre starea 2 si starea 3 si
31
variatia energiei interne a gazului intre starea 3 si starea 1
b) randamentul unui motor termic care ar functiona dupa transformarea ciclica descrisa

pz A
2
P2 = 2,012
2 2 1
P3 =P 3
0 T 21 Ty=4T, T

Figura 3. Proces termodinamic ciclic in coordonate ( p2 T )

a) Raportul celor doua variatii de energie interna este:
AUps VG (T3-Tp) _Ty-2T
AUz vGy (Tl —T3) T, -T;3
Se observa ca trebuie determinatd relatia dintre temperaturile Ty si T;. Daca se considera

fiecare din transformarile 1— 2, 2— 3 si 3—1, se poate scrie:
- pentru transformarea 2 — 3:

2_4a 2 2 2 PZ 102
p =— = pTzazconSt. f— p2T2:p3T3 :>T3:T2—22:2T1—22
T £3 £3
iar pentru transformarea 1 — 2:
2 2 oT
tga=LL=L2 = pf-pP ol 0p! = pf-2p

T, 2T, 2=
- pentru transformarea 3 —>1:

m
p? =const. = p=const. = via const. = V = const.

deci aceasta este o transformare izocora
Rezulta astfel:

2 2
Ty=2T, 22 = o1, 24—,
P3
si se determind raportul cerut:
AUy T3-2T, 4T -2T, 2
AUy T =Ty T,-4T; 3
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b) Randamentul motorului termic care ar functiona dupa transformarea ciclica descrisa are
expresia:

)1l

Qacc

unde:
Qiz =vCyp (T, ~T;) =vCypTy (> 0)
Qa3 =vCp3(T3 —T;) =vCy3 (4T — 2Ty ) = 2vCy3T; (> 0)

Qut =Gy (T ~T5) =Gy (T, 4T,) =-31Cy Ty = 2vRT (<0)

Se observa ca trebuie determinate caldurile molare corespunzatoare transformarilor 1— 2,
respectiv 2 — 3. Pentru transformarea 1 — 2 se poate scrie:

2 2
T V2T NE
const. const.
PV =VRT =vR="5= = =-5= = pV° = const
\ V

Prin urmare, aceasta este o transformare politropa, pentru care indicele politropic este n=3.
Analog, pentru transformarea 2 — 3:
2
a m a
pr== = a=pT=—3T = T=—2V?
T Vv m

a _
pV =vRT =vR —2V2 =constV? = 5 =const. = pVv 1 = const.
m
deci transformarea este o transformare politropa, pentru care indicele politropic este n=-1.
In cele ce urmeaza, se va determina expresia caldurii molare intr-o transformare politropa, in
functie de indicele politropic, indicii 1 si 2 folositi fiind asociati starilor initiald, respectiv finala.

pv" =const. = p(V)= const.

g const..V ™" = pV,"v "

Pentru aceasta, se va folosi expresia matematica a primului principiu al termodinamicii:
Q=L+AU = vCAT =L+vC AT

-n+ 1‘ 1-n
1
1- 1-
L= PV, " VgV
1-n
si se va tine cont de faptul ca (legea transformarii politrope):
PV = PV

obtinandu-se:

1-n 1-n 1-n n-1

Lo VoV -V pVo Vi VR(To-T)  vRAT

Facand inlocuirile:

VvRAT R
+vCyAT = C= -
n-1 S S n-1

Se pot calcula acum cildurile molare in transformirile 1— 2, respectiv 2 — 31

vCAT =—

3 5 5 7
1. pentru gazul ideal monoatomic: Gy = 5 R, Cp = > R, pentru gazul ideal biatomic: Cy = 5 R, Cp = 5 R, pentru gazul ideal poliatomic:

Cy =3R, Cp =4R
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R 3 R
e T
C23: —L:§R+E:2R
-1-1 2 2

1ar caldurile schimbate de sistemul termodinamic cu mediul exterior devin:

Qi =vCypT =VvRTy

Q23 = 4VRT1
Rezulta randamentul cerut:
9 9
—VvRT, 5vRT, ——vRT.
n=1- L T S M 4, L PP A
Qacc vRT, +4vRT, 5vRT, 10vRT,

CONCLUZII

A fost propusa o problema de fizica al carei grad de dificultate a fost dat de prezenta mai
multor transformari politrope, a cdror lege particulard a trebuit determinatd, impreund cu caldura
molara corespunzatoare.

Din punctul de vedere al fizicii, au fost necesare cunostinte privind reprezentarea
transformarilor la care ia parte gazul ideal in diverse coordonate si interpretarea acestora astfel incat
sd se poatd deduce legea transformadrii respective. Dificultatea problemei a constat in faptul ca

sistemul de coordonate oferit de textul problemei a fost (pz,T), putin neobisnuit daca se ia in

considerare faptul cd de reguld se foloseste sistemul Clapeyron-Mendeleev ( p,V) sau cele derivate

din acesta, (V,T) sau (p,T). De asemenea, au fost utilizate cunostinte privind energia internd a

gazului ideal, randamentul unui motor termic ce functioneaza dupd un ciclu termodinamic dat,
caldura molarad a gazului ideal si cdldura schimbata cu mediul exterior Intr-o transformare data si
lucrul mecanic. Nu in ultimul rand, este necesard identificarea si utilizarea corecta a legilor
transformarilor care apar in situatia datd de problema.

Din punct de vedere metodic, este foarte importantd pastrarea firului logic de rezolvare a
problemei, care faciliteazd efectuarea si succesiunea calculelor. Se obtine astfel o rezolvare
»curatd”, usor de urmarit si, pentru ca este vorba despre o problema data la un concurs, usor de
evaluat.

Se poate evidentia, prin urmare, necesitatea unei bune cunoasteri stiintifice si a unei gandiri
critice si structurate in timpul rezolvarii sarcinilor de lucru, pentru a ajunge la raspunsurile corecte
aceasta fiind, nu-i asa, dorinta oricarui rezolvator de probleme!
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Rezumat: Ochiul uman este un sistem cu un design optic complex, fiind alcatuit in esenta din doua elemente refractive:
corneea §i cristalinul. Ambele poseda putere optica pozitiva, ceea ce face ca ochiul ca un intreg sa aiba o putere de
focalizare mai mare decdt a oricaruia din elementele sale. O categorie complexd de probleme de focalizare a ochiului
des intdlnita in practica oftalmologica curentd este astigmatismul miopic compus, In care corneea prezintd
neuniformitati ale convergentei, la care se adauga anomaliile de focalizare datorate cristalinului sau lungimii axiale a
ochiului. Lucrarea de fatd urmareste si discutd evolugia in timp a starii refractive a ochilor unei persoane incepdnd cu
preadolescenta acesteia si termindnd cu varsta de adult tanar, acoperind un interval de timp de noua ani. Se observa o
crestere continud a necesarului de corectie opticd, intr-un ritm care nu prezintd probleme deosebite, asa cum se arata
in literatura de specialitate.

Cuvinte-cheie: astigmatism miopic compus, meridiane principale, corectie opticd

INTRODUCERE

Astigmatismul este o anomalie a functionarii sistemului optic al ochiului si constd in puteri
diferite de refractie a razelor de lumina paralele in plane diferite ale acestuia [1]. Nu existd un
singur punct focal in care se strang razele de lumina, razele sunt focalizate in diferite puncte pe
retind, deci vederea va fi deficitara atat la departare, cat si de aproape [3].

Cel mai cunoscut tip de astigmatism este cel corneal, rezultat al unei forme anormale a
corneei. Astigmatismul poate avea cauze genetice, dar poate fi produs si de diversi factori anatomici
sau de mediu [4]. Nu existd un singur model sau o teorie unicd ce sa explice geneza
astigmatismului. [5, 7]

Existd o diferenta legatd de sexul pacientului in ceea ce priveste ochiul astigmat. S-a
constatat ca barbatii prezinta o grosime corneala mai mare decat femeile, in timp ce femeile au o
curburd corneala mai abruptd decat barbatii, ceea ce face ca luarea in considerare a sexului
pacientilor sa fie importantd atunci cand se stabilesc valorile ,,medii” ale ochiului [3, 6, 7].

Aparitia astigmatismului de minim 1D variaza de la 30% in perioada neonatala la 50% in

copilarie, prezentand un maxim de 60% intre 1,5 si 2,5 ani si descreste la 20-40% la copiii de 5 ani,
tendinta de descrestere mentinandu-se si ajungand la 12-13% la copiii de varsta scolara [8]. Pe baza
unor observatii de durata, se poate concluziona cd un copil care nu are astigmatism in copilaria
timpurie, nu va dezvolta o astfel de afectiune, cel putin nu pana la 4-6 ani [3].

Un studiu de duratd privind incidenta astigmatismului in 960 de copii cu varste cuprinse
intre 6 luni si 7 ani, a ardtat ca pana la 3 ani, astigmatismul a scazut la copii cu astigmatism mare cu
pana la —0,37 D pe an si a ramas stabil la copiii cu astigmatism redus (+0,05D pe an).

Intre 3 si 7 ani, astigmatismul a scazut atat la copiii cu astigmatism mare (—0,11D pe an),
cat si la copiii cu astigmatism redus (—0,03D pe an). Datele mai arata si faptul ca in cazul copiilor

cu varsta peste 7 ani, cu astigmatism mare, s-a observat o tendintd de crestere a acestuia odata cu
cresterea 1n varsta.

Cu toate ca studiile care au urmarit incidenta astigmatismului la copii de 12-13 ani sunt
putine, s-a observat o dinamica a profilelor astigmatice individuale, ceea ce are o importanta pentru
sandtatea publica, Intrucadt modificarea profilului de astigmatism in copildrie trebuie luatd in
considerare atunci cand se face recomandarea pentru intervalele de timp dintre consultatiile
oftalmologice.

Odata cu varsta, apare o schimbare generala a axei de astigmatism, predominant conform
regulii la adultii tineri, la un astigmatism contra regulii la persoanele trecute de 40 de ani. In
adolescenta timpurie, astigmatismul nu depaseste de regula 1,0D, iar intre 20 si 40 de ani, el este
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frecvent si valorile sale sunt scazute, orientarea axei cilindrului fiind conform regulii. Cu toate
acestea, la adultii peste 40 de ani, corneea este mai abrupta in sectiune orizontald, ceea ce contribuie
la o incidenta mai mare a astigmatismului contra regulii [2, 3].

DISCUTII PE STUDIUL DE CAZ

A fost studiata evolutia astigmatismului miopic compus al unei persoane pe durata catorva
ani (din 2014 pana in 2022), perioada in care au avut loc schimbari semnificative in dezvoltarea
fizica a acesteia si anume trecerea de la adolescenta la maturitate.

Evolutia conditiei oculare a fost apreciata folosind retetele oftalmologice obtinute in urma
unor controale medicale regulate (tabelul 1). Acolo unde a fost posibil, prezentarea cazului a fost
insotitd de caracterizarea lentilelor cu ajutorul carora au fost confectionati ochelarii corectori,
conform retetelor prescrise.

Tabelul 1. Evolutia conditiei oculare a pacientului cuprins in studiul de caz

NI Dati Varsti oD oS Distana
crt. | comsultatie | (ani) | Sph. | Cyl. | Ax | sph. | oyl | Ax p‘(‘r‘;]‘::)r a

1 | Martie 2014 13 | 150 | 050 |25 | 2 | 1,25 | 175° 63

2 | lunie 2014 14 | 175 | -050 | 20° | 250 | -1,25 | 180° 60

3 | lanuarie2015 | 14 | 200 | -1,00 | 25° | 2,75 | -1,00 | 5° 63

4 | August2015 | 15 | 2,00 | 075 | 15° | 250 | 0,75 | 180° 63

5 Mai 2017 17 | 300 | 075 | 2° | 350 | 0,75 | 170° 63

6 | August2020 | 20 | 300 | -125 | 20° | 350 | -1,00 | 170° 64

7 | lulie 2021 21 | 300 | -150 | 25° | 350 | -1,50 | 175° 64

8 Mai 2022 22 | 325 | 150 | 20° | 375 | -1,50 | 170° 64

Consultatiile oftalmologice din perioada 2014-2015 au fost efectuate in cadrul aceleiasi
unitati medicale, dar la medici diferiti, ceea ce poate explica anumite diferente cum ar fi aprecierea
distantei pupilare (60 mm pe o singura retetd, 63 mm pe celelalte retete) si fluctuatiile de putere
cilindrica (o crestere de la —0,50 la —1,00 si apoi o scadere la —0,75 dioptrii).

In tabelele 2 si 3 sunt prezentate puterile optice pe meridianele principale ale ochiului pentru
ochiul drept, respectiv cel stang.

Tabelul 2. Puterile optice pe meridianele principale ale ochiului drept

Data Scriere cilindri incrucisati '\ges';lgﬁgr ;ola 1'\{'2!/'?1'32 /Lilolsao
martie 2014 —2,00%x25°/-1,50%x115° —1,50dioptrii —2,00dioptrii
iunie 2014 —2,25%20°/-1,75%x110° —1,75dioptrii —2,25dioptrii
ianuarie 2015 —3,00x 25°/—-2,00x115° —2,00dioptrii —3,00dioptrii
august 2015 —2,75%x15°/—2,00x105° —2,00dioptrii -2, 75dioptrii
mai 2017 —-3,75%x20°/-3,00x110° —3,00dioptrii -3, 75dioptrii
august 2020 —4,25x20°/-3,00x110° —3,00dioptrii —4,25dioptrii
iulie 2021 —4,50% 25°/-3,00x115° —3,00dioptrii —4,50dioptrii
mai 2022 —4,75x20°/-3,25x110° -3, 25dioptrii —4,75dioptrii

Tabelul 3. Puterile optice pe meridianele principale ale ochiului sting

Data Scriere cilindri incrucisati l\/slgesl;l/(;gr;g ;c!a 1“;';?3;33‘;2}30
martie 2014 —2,00%x85°/-3,25x175° -3, 25dioptrii —2,00dioptrii
iunie 2014 —2,50x90°/-3,75x180° -3, 75dioptrii —2,50dioptrii
ianuarie 2015 —3,75x5°/—2,75x95° -3, 75dioptrii -2, 75dioptrii
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august 2015 —-3,25x0°/-2,50x90° -3, 25dioptrii —2,50dioptrii

mai 2017 —3,50x85°/—4,25%x175° —4,25dioptrii —3,50dioptrii

august 2020 —-3,50x80°/—-4,50x170° —4,50dioptrii —3,50dioptrii

iulie 2021 —3,50x85°/-5,00x175° —5,00dioptrii —3,50dioptrii

mai 2022 —3,75%x80°/-5,25%x170° -5, 25dioptrii -3, 75dioptrii
CONCLUzII

in cazul ochiului drept, se observd o crestere continud a necesarului de corectie optica pe
meridianul de 110° pe parcursul celor 9 ani, de aproape 3 dioptrii (2,75 dioptrii) negative, fara
variatii semnificative ale axului. Acelasi lucru se observa si pe meridianul celdlalt, dar cu un ritm de
crestere mai lent, fiind prezenta chiar si o stagnare pentru o perioada de 4 ani, la 3 dioptrii negative.

Pe fondul unei evolutii lente a astigmatismului in ultimii doi ani de studiu, dinamica
schimbarilor care apar pe meridiane se poate pune pe seama evolutiei pufin mai accentuate a
miopiei (tabelul 4).

Tabelul 4. Discutia evolutiei puterii optice pe meridianele principale pentru ochiul drept

Data Observatii
martie 2014

- crestere usoard a necesarului de corectie pe ambele meridiane

- luand in considerare intervalul de numai trei luni de la controlul anterior,
iunie 2014 modificarea poate fi consideratd importanta, dar poate fi pusa si pe seama
faptului ca acesta a fost realizat in altd unitate medicala, cu alta aparatura, de
catre o altd persoana

- crestere a corectiei 1n luni pe ambele meridiane

- astigmatism miopic compus in evolutie

- regres al necesarului de corectie pe meridianul la 105°, care nu poate fi

ianuarie 2015

august 2015 interpretat in context

mai 2017 - stagnare a corectiei pe meridianul de 20° (25°), care poate fi pusa pe seama
august 2020 evolutiei miopiei, care face s creasca necesarul pe celalalt meridian;

iulie 2021 astigmatismul nu evolueaza

mai 2022 - evolutie usoard pe ambele meridiane

In ceea ce priveste ochiul sting, se observi o crestere continui a necesarului de corectie
optica pe meridianul de 90° pe parcursul celor 9 ani, de 2 dioptrii negative, fara variatii
semnificative ale axului. Acelasi lucru se observa si pe meridianul celdlalt, dar cu un ritm de
crestere mai lent, fiind prezentd chiar si o stagnare pentru o perioada de 4 ani, la 3,50 dioptrii
negative.

Pe fondul evolutiei lente a astigmatismului in ultimii doi ani de studiu, dinamica
schimbdrilor care apar pe meridiane se poate pune pe seama evolutiei pufin mai accentuate, a
miopiei (tabelul 5).

Tabelul 5. Discutia evolutiei puterii optice pe meridianele principale pentru ochiul sting

Data Observatii

martie 2014

- - crestere a necesarului de corectie pe ambele meridiane, semnificativa daca se

iunie 2014 cq . ) S
raporteaza la intervalul de timp considerat (trei luni)

ianuarie - stagnare a necesarului pe me.ridianul de 990 si gsoaré creste.re pe mer.idianul cel.a“llalt

2015 - se poate 1nterpreta~ ca ex./oh.ltl.e foarte lenta a astigmatismului, respectiv o evolutie
ceva mai pronuntata a miopiel

august 2015 | - regres al necesarului de corectie pe ambele meridiane, care nu poate fi interpretat in
context

mai 2017 - stagnare a corectiei pe meridianul de 180° (0°), care poate fi pusa pe seama

august 2020 | evolutiei miopiei, care face sa creasca indicatiile pe meridianul perpendicular;

iulie 2021 astigmatismul nu evolueaza

mai 2022 - evolutie usoard pe ambele meridiane
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Rezultatele masuratorilor oculare, reflectate in retetele prescrise, efectuate dupa anul 2017,
aratd o evolutie a miopiei din 2015 pana in 2017 (de la —2,00dioptrii la —3,00dioptrii pentru
ochiul drept, respectiv de la —2,50dioptrii la —3,50dioptrii la ochiul stang), situatie care se

incadreaza in tiparele de evolutie a miopiei pentru aceasta varstd. Urmeaza apoi o perioada de
trecere de la adolescenta la statutul de adult tanar, cand se cunoaste din literatura de specialitate ca
cresterea miopiei incepe sa stagneze sau sa se manifeste foarte lent. Astfel, dupa anul 2017 se
observa o perioada de aproximativ 4 ani in care miopia nu se modifica (—3,00dioptrii pentru ochiul
drept si —3,50dioptrii pentru cel sting), dupd care se manifesta o usoarda crestere cu cate
—0, 25dioptrii la ambii ochi.

Comparatia se sustine, consultatiile oftalmologice desfasurandu-se la acelasi medic, la
aceeasi unitate sanitara.

In ceea ce priveste evolutia astigmatismului, este clard o evolutie foarte usoara a acestuia, la
ambii ochi, pentru Intreaga perioada inclusd in studiu. Se observa ca o crestere a acestuia, mai mare
la ochiul drept (cu o dioptrie negativa, fata de 0,25 dioptrii negative la ochiul stang), lucru care, si
el, se incadreaza in tiparele generale de evolutie descrise in literatura de specialitate.

Diferentele care apar la aprecierea axului, pentru intreaga perioadd supusa studiului, se
situeaza in jurul valorii de 5°, ceea ce se interpreteaza ca fiind neglijabil.

Se observa o usoara crestere a distantei pupilare in perioada 2017-2022 fata de perioada,
2014-2017. Aceasta se coreleaza cu transformarile fizice la care este supus pacientul la varstele
corespunzatoare, el trecand de la preadolescenta la inceputul studiului la maturitate (adult tanar).
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Rezumat. Acest articol prezinta dezvoltarea unei aplicatii pentru vizualizarea fisierelor DICOM, utilizand platforma Matlab
AppDesigner. Obiectivul principal a fost crearea unei interfete intuitive pentru manipularea §i analizarea imaginilor medicale.
Cuvinte cheie: DICOM, imagistica medicald, programare

INTRODUCERE

DICOM — Digital Imaging and Communications in Medicine — este standardul
international pentru imagini medicale si informatii aferente. Acesta defineste formatele pentru
imaginile medicale care pot fi schimbate cu datele si calitatea necesare utilizarii clinice. Standardul
DICOM a fost creat pentru a facilita schimbul de informatii medicale intre dispozitive si sisteme din
domeniul sanatatii. Prin utilizarea acestui standard, se asigurd cd imaginile medicale pot fi
vizualizate si interpretate corect de catre diferiti profesionisti In domeniul medical, iar acest lucru
joaca un rol crucial pentru diagnosticarea corectd a pacientilor si pentru furnizarea de servicii de
calitate.

DICOM este implementat intr-o gama variatd de echipamente medicale, cum ar fi cele
folosite in radiologie, imagisticd cardiologica si radioterapie (razele X, CT, RMN, ultrasunet, etc),
totodata fiind mai prezent in dispozitive utilizate in alte specializari medicale, precum oftalmologia
si stomatologia. Avand in vedere ca existd sute de mii de echipamente de imagistici medicald in
functiune, standardul DICOM reprezinta unul dintre cele mai extinse standarde de comunicare din
domeniul sanatatii la nivel global.[1]

DICOM foloseste un limbaj propriu, bazat pe modelul sdu al lumii reale cunoscut ca
modelul de informatii DICOM. Acest model vede toate datele din lumea reald - pacienti, studii,
dispozitive medicale - sunt vazute ca obiecte cu proprietati sau atribute corespunzatoare.

Pentru a standardiza definitiile acestor obiecte si atribute, DICOM utilizeaza Definitiile de
Obiecte de Informatii DICOM (IODs). Aceste IOD-uri sunt colectii de atribute, care descriu
proprietdtile specifice fiecarui obiect. De exemplu, un IOD de pacient, poate fi descris prin numele
pacientului, ID-ul, sexul, varsta, greutatea si asa mai departe - toate informatiile relevante clinic
despre pacient. Un pacient, la fel ca orice alt obiect DICOM, este multimea de atribute din care este
alcatuit, asa cum se poate vedea in Figura 8. DICOM mentine o listd cu peste 2.000 atribute
standard, cunoscute sub numele de Dictionar de Date DICOM, pentru a asigura consistenta in
denumirea atributelor, formatare si procesare.[2]

Pacient Pacientul vazut ca
obiect in DICOM
Name — Nume Prenume } oy pa cientului
. - D 123456 (Definitia
Em— DOB 12345678 obiectului
Weight 80 informational)
Sex M

Figura 1. Interfata AppDesigner

In aceast articol, se propune dezvoltarea unei aplicatii Matlab pentru vizualizarea fisierelor
DICOM, punand accent pe eficienta si usurinta utilizarii In practica medicald. Studiul se
concentreaza pe implementarea functiilor esentiale in Matlab AppDesigner, un instrument puternic
pentru dezvoltarea interfetelor grafice.
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MATERIALE SI METODE

Aplicatia de vizualizare a fisierelor DICOM a fost dezvoltata utilizand AppDesigner.
AppDesign este un instrument de vizualizare cu ajutorul cdruia putem crea cu usurintd programe
profesionale datoritd interfetei sale prietenoase si relativ usor de utilizat. Acesta foloseste
componente vizuale pe modelul drag and drop pentru a aranja designul aplicatiei iar editorului
integrat este usor de utilizat pentru a facilita programarea.

Cu ajutorul AppDesigner putem proiecta si dezvolta rapid aplicatii personalizate fard a fi
nevoie sd scriem un cod pentru o interfatd graficd deoarece Matlab-ul genereaza automat linii de
cod pentru elementele grafice. AppDesigner foloseste limbajul Matlab, ceea ce inseamna ca putem
utiliza toate functiile si toolbox-urile incorporate in Matlab. In figura 2 este prezentata interfata
AppDesigner cu sectiunile corespunzdtoare. [3]

& spteigms wotive o x

"-Component
~Browser

Componen{
Library.

A UlFigure

Figura 2. Interfata AppDesigner

Interfata aplicatiei a fost proiectatd astfel incat sa fie intuitiva, incluzdnd componente
precum butoane pentru incarcarea fisierelor, casete de bifat pentru afisarea optiunilor s1 UlAxes
pentru afisarea imaginilor. Aplicatia permite utilizatorului sd efectueze actiuni precum zoom,
incarcarea imaginilor si selectarea regiunilor de interes (ROI) pentru analiza parametrilor imagistici.

Pentru vizualizarea imaginilor DICOM, s-a utilizat functia Matlab standard imshow care
permite afisarea combinarea imaginilor in formate diverse.

REZULTATE SI DISCUTII

Pentru inceput am conceput interfata grafica prin plasarea elementelor grafice dupa care am
definit comportamentul lor. Dupad cum se poate vedea, la deschiderea aplicatiei, designul este unul
minimalist.

Mai sus, avem un meniu care contine File si Settings. Apasand pe butonul File se va
deschide un meniu din care putem alege sd incarcam un fisier DICOM sau un folder. Tot din acest
meniu putem alege sa salvdm imaginea Incarcatd sub forma de .pdf prin apasarea Save as... > Save
as .pdf.
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& MATLAB App
File Settings

VEWER  SRN

DICOM ImageViewer

Figura 3. Interfata aplicatiei

Dupa ce am selectat ce dorim sa incarcam, fisier sau director, imaginea DICOM va aparea in
tab-ul VIEWER iar in stanga va aparea un tabel care contine datele din antetul fisierul DICOM.

VIEWER  SRN

DICOM ImageViewer

Figura 4. Interfata aplicatiei in tab-ul Viewer

In urmitoarea fereastrd SRN avem optiunea de a contura tesutul osos, unde putem calcula si
0 regine de interes semnal/zgomot. De asemenea putem sa calculam si distanta intre 2 puncte care

va fi reprezentata atat In pixeli cét si in centimetri in josul imaginii

DICOM ImageViewer

DICOM

DICOM ImageViewer

DICOM

N B S S T S S S

Figura 5 Raport semnal/zgomot calculat

Functiile implementate in program

Dicominfo este una dintre cele mai importante functii deoarece cu ajutorul acesteia putem sa

Figura 6 Distanta afisaté in pixeli si in centimetri

citim informatiile din antetul unui fisier DICOM.
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>> info = dicominfo("5349945A.dcm");

Dupa apelarea acestei functii, toate informatiile sunt salvate intr-o variabild de tip structura.
Mai jos este dezarhivat fisierul DICOM avand 163 de campuri cu metadate. In tabelul de mai jos
prezentam cateva dintre campuri.

Tabelul 1 Datele din antetul fisierului DICOM

Filename: '/Users/mocap/Dropbox/shared_folders/Florina-
Lucrare_licenta/5349945C.dcm'

FileModDate '03-Dec-2021 08:51:00'

FileSize: 529444

Format: 'DICOM'

FormatVersion: 3

Width: 512

Height: 512

BitDepth: 12

ColorType: ‘grayscale’

FileMetalnformationGroupLength: 166

Alta funtie importanta este dicomread, cu ajutorul acestei functii putem extrage datele dintr-
o imagine DICOM. Acesta functie este specializata in citirea fisierelor care au standardul DICOM
dar are si capacitatea de a interpreta si fisiere care nu respecta complet acest standard.

>> img = dicomread("'5349945A.dcm™);
>> imshow(img, []);

Dicomwrite este utilizata pentru a scrie o imagine binara, in tonuri de gri sau color a
imaginii X intr-un fisier. Functia dicomwrite genereaza un fisier DICOM. Aceasta sintaxa creeaza
un fisier care contine medatatele necesare pentru obiectul de informatii (IOD) de capturd secundara.

>> X = dicomread("CT-MONO2-16-ankle.dcm");
>> dicomwrite(X,"FisierNou");

Se scrie imaginea intr-un fisier dicom impreunda cu medatale sale. Se foloseste functia
dicominfo pentru a obtine metadatatele din fisierul DICOM. In mod implicit, functia dicomwrite
verificd dacd atributele metafisierelor din noul fisier sunt conforme cu standardul IOD de captura
secundara.

>> metadata = dicominfo("CT-MONO2-16-ankle.dcm");
>> dicomwrite(X,"FisierNou",metadata);

Functia dicomfind este utilizata pentru indentificarea precisda a locatiei si valorii
corespunzatoare a campului de metadate DICOM specificat in parametrul ‘atribut’ in cadrul
structurii de metadate DICOM denumita ‘info’. Vom extrage metadatele dintr-un fisier DICOM cu
ajutorul functie dicominfo, iar mai apoi vom folosi dicomfind pentru cadutarea unori elemente de
metadate care sunt mai Inrddacinate in structura info.[4]

info= dicominfo("5349946F")
Stud = dicomfind(info,"StudyDescription™)
Stud =
1x2 table
Location Value

{'StudyDescription'’} {'Brain'}
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Introducerea comenzilor callback in MATLAB este esentiala pentru dezvoltarea aplicatiilor
interactive, cum ar fi interfetele grafice (GUI). Callback-urile sunt functii care sunt apelate automat
ca raspuns la anumite evenimente, cum ar fi apdsarea unui buton sau migcarea unui cursor.

properties (Access = private)
value
dicomlmage
dicomImages cell
currentimagelndex double = 1
DICOMInfoTableData cell
pixelSpacing
dicomInfoStrings = struct()

end

% Convertim DICOM metadata din structura DICOM f1n string
function dicomlInfoStrings = convertDicomInfoToStrings(~, dicomInfo)
fields = fieldnames(dicominfo);
dicominfoStrings = cell(length(fields), 2);
for i = 1:length(fields)
fieldName = fields{i};
fieldValue = dicomlInfo.(fieldName);
if ischar(fieldValue)
valueString = fieldValue;
elseif isnumeric(fieldValue) || islogical(fieldValue)
valueString = num2str(fieldValue);
else

valueString = 'Unknown type';
end
dicomInfoStrings{i, 1} = fieldName;
dicomInfoStrings{i, 2} = valueString;
end
end
end

%Citim imaginea DICOM
[file,path] = uigetfile("*.dcm’, 'Select a DICOM file");
if ~isequal(file,0)
filename = fullfile(path,file);
app.info = dicominfo(filename);
app.image = dicomread(app.info);
app.image_loaded = true;
end

%Incarcim imaginile DICOM pentru primul tab
%Incarcam imaginea DICOM si pentru SNR tot din aceastid comanda
if app.image
else
app.UlAxes.Visible = "on";
app.UlAxes_2.Visible = "on";
imshow(app.image, [], 'Parent’, app.UlAXxes);
imshow(app.image, [], 'Parent’, app.UlAxes_2);
end
% Convertim metadatele din structura DICOM 1in string
dicomInfoStrings = app.convertDicomInfoToStrings(app.info);

% Update the DICOMInfoTable data

app.DICOMInfoTable.Data = dicomInfoStrings;
app.DICOMInfoTable.Visible = 'on’;
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CONCLUZII

Concluzia acestei lucrdri sintetizeazd explorarea detaliati a MATLAB AppDesigner, a
formatelor de fisiere grafice, cu un accent special pe formatul DICOM (Digital Imaging and
Communications in Medicine), si culminarea acestui studiu prin dezvoltarea unui program de
vizualizare a imaginilor DICOM.

Aplicatia dezvoltatd permite o manipulare eficientd a imaginilor medicale si a metadatelor
asociate, facilitdnd procese precum Incdrcarea, vizualizarea, analiza si exportul imaginilor intr-un
format accesibil. Functionalitatile incluse, cum ar fi conturarea tesuturilor, masurarea distantelor si
manipularea metadatelor, contribuie la imbunatatirea experientei utilizatorului si la suportul oferit in
diagnosticare si tratament.
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Rezumat: Tehnologia PET-CT combind avantajele tomografiei computerizate (CT) cu cele ale PET, oferind imagini mai
clare si 0o mai buna localizare a leziunilor, revolutiondnd astfel practica medicala prin diagnostice mai precise si
tratamente mai eficiente. Aceastd lucrare se concentreaza pe explicarea principiilor fundamentale ale tehnologiei PET
si pe modul in care aceasta functioneazd ca instrument de imagistica medicala avansata.

Cuvinte cheie: Tehnologia PET-CT

INTRODUCERE

Emisia tomograficd de pozitroni (PET) este o metodd inovatoare de imagisticd medicala,
dezvoltata in anii 1970 datorita contributiilor semnificative ale Dr. Michael Phelps si Dr. Micheal
Ter-Pogossian in fizica medicald si medicina nucleara. Initial utilizata ca un instrument de cercetare,
PET a devenit esentiald in practica medicald moderna. In ultimii 10 ani, utilizarea PET in clinici a
crescut considerabil, in mare parte datoritd deciziei CMS (Centrul pentru Servicii Medicale) din
1995 de a rambursa serviciile PET pentru perfuziile miocardice. In 1998, CMS a extins rambursarea
pentru evaludrile PET ale nodulilor pulmonari solitari si stadiilor incipiente ale cancerului
pulmonar, ceea ce a marcat o etapa cruciald in utilizarea clinicd a PET. Dispozitivele PET-CT
hibride sunt considerate varful de excelenta in scanarea PET si se estimeaza ca vor domina piata,
reprezentdnd 90% din vanzari. Evolutia PET si utilizarea sa frecventa In imagistica cancerului,
bolilor cardiace si neurologice au dus la dezvoltarea unor instrumente avansate de masurare, cu un

Tehnologia PET-CT combina avantajele tomografiei computerizate (CT) cu cele ale PET,
oferind imagini mai clare si o mai buna localizare a leziunilor, revolutionand astfel practica
medicald prin diagnostice mai precise si tratamente mai eficiente. Aceastd lucrare se concentreaza
pe explicarea principiilor fundamentale ale tehnologiei PET si pe modul in care aceasta
functioneaza ca instrument de imagisticd medicala avansatd. Vom explora aspectele tehnice si
stiintifice ale emisiei tomografice de pozitroni, evidentiind mecanismele prin care substantele
radioactive sunt utilizate pentru a detecta activitatea metabolici anormald in organism. In acest
articol vom explora aspectele tehnice si stiintifice ale emisiei tomografice de pozitroni, evidentiind
mecanismele prin care substantele radioactive sunt utilizate pentru a detecta activitatea metabolica
anormald in organism.

E. Rutherford, in urma experimentelor sale celebre din 1909, a propus un nou model pentru
atom, cunoscut sub numele de modelul planetar al atomului. Conform acestui model, atomul este o
sferd cu o razi de aproximativ r = 10"% metri, in care sarcina pozitivi este concentrati intr-o zoni
foarte mica, in centrul atomului, numitd nucleu, avand o raza de aproximativ r = 1071° metri.
Numarul de protoni dintr-un atom se noteaza cu Z si se numeste numdr atomic. Dat fiind faptul ca
atomul este neutru din punct de vedere electric, inseamna ca acesta trebuie sa contind un numar egal
de sarcini electrice pozitive si negative. Particulele incdrcate cu sarcind pozitivd se numesc protoni,
si se noteaza cu p*, iar particulele incircate cu sarcina negativa se numesc electroni ().

Masa atomilor si a particulelor constituente se determina prin metoda numita spectros-copie
de masd. Metoda consta Tn mdsurarea devierii suferite de particulele incarcate cu sarcina electricd in
campuri electrice si magnetice uniforme. Datoritd dimensiunilor extrem de mici ale maselor
atomice in comparatie cu unitatea de ma-sura standard pentru masa, kilogramul (kg), s-a decis ca
unitatea de masura pentru masele atomice sa fie unitatea atomica de masa, notatd cu u. Aceasta este
egala cu a 12-a parte din masa izotopului de carbon 12, paze = 12kg.
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Figura 1. Structura atomului

Numarul Intreg, cel mai apropiat de masa atomica, exprimat n unitati atomice de masa, se
numeste numdr de masd, si se noteaza cu A. Masa unui atom este diferitd de masa nucleului sau.
Masa totald a unui atom include atdt masa nucleului, cat si masa celor Z electroni. in domeniul
fizicii nucleare, se utilizeaza conceptul de masa izotopica. Masa izotopica reprezinta masa relativa
exactd a unui nucleu avand un A si Z dat.

Radioactivitatea este un fenomen natural prin care anumite nuclee atomice instabile se
dezintegreaza spontan, transformandu-se 1n alte nuclee si eliberand radiatii in timpul acestui proces.
Aceste radiatii pot fi sub formd de particule incédrcate electric sau sub forma de radiatie
electromagnetica. Procesul de dezintegrare nucleard poate avea loc in mod spontan intr-un atom
instabil, cunoscut si sub numele de izotop radioactiv. Radioactivitatea este o proprietate intrinseca a
anumitor tipuri de atomi si este determinata de compozitia lor nucleara. Atomi care prezinta aceasta
instabilitate sunt supusi unui proces numit dezintegrare radioactive, care poate fi influentat de o
varietate de factori, cum ar fi temperatura, presiunea si compozitia chimica.[1]

Dezintegrarea radioactivd este un proces prin care nucleul unui atom instabil 1si
transforma structura prin emiterea de radiatii, ceea ce duce la o schimbare in compozitia sa atomica.
Acest proces are loc spontan si nu poate fi oprit sau controlat. Acest proces este foarte important in
fizica medicala, mai ales in contextul imagisticii prin tomografie cu emisie de pozitroni (PET). In
cadrul acestei tehnici, substantele radioactive, cunoscute sub numele de radiofarmaceutice, sunt
administrate pacientilor. Acestea emit pozitroni prin dezintegrarea beta plus, iar interactiunea
acestora cu electronii din tesutul corpului genereaza radiatii gamma.

Dezintegrarea o, este o dezintegrare radioactiva prin intermediul careia un nucleu atomic
instabil ajunge la stabilitate prin expulzarea, spontana, a unei particule o, care este formata dintr-un
nucleu de heliu, adicd din doi protoni si doi neutorni. Atomul, prin dezintegrare, se transforma intr-
un atom care are numarul de masa A cu 4 mai mic si numarul atomic Z cu 2 mai mic.

Dezintegrarea 3 este un proces de dezintegrare radioactiva in care un nucleu atomic instabil
emite un electron sau un pozitron impreuna cu o particula neutrino pentu a ajunge la stabilitate.
Acest fenomen apare atunci cand fortele nucleare slabe devin mai puternice decat fortele
electromagnetice care mentin particulele impreund. Existd doud tipuri principale de dezintegrare
beta: dezintegrarea beta minus (B°) si dezintegrarea beta plus (B%). In timpul dezintegrarii B, un
neutron din nucleu se transforma intr-un proton si este emis un electron, impreund cu un
antineutrino electronic. Antineutrino-ul electronic este o particuld neutrino, care are o masa foarte
mica si o sarcind electrica zero. Aceastd dezintegrare apare atunci cand numarul de neutroni este
mai mare decat cel al protonilor intr-un nucleu. Spre deosebire de dezintegrarea B, In cadrul
dezintegrarii B* un proton din nucleul unui atom se transforma intr-un neutron, emitand un pozitron
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(denumit si antielectron) si un neutrino electronic. Aceasta apare atunci cand un nucleu are un exces
de protoni in comparatie cu neutronii, iar conversia unui proton intr-un neutron ajuta la obtinerea
unei configuratii mai stabile.

Dezintegrarea y este un proces fizic prin care un nucleu atomic excitat emite radiatie gama
pentru a ajunge la o stare stabila. Acest tip de dezintegrare apare adese ori dupa alte forme de
dezintegrare nucleard, precum dezintegrarile oo si B. In urma dezintegrarii y este emisa radiatie
gama, aceasta fiind un flux de fotoni, o radiatie electromagnetica, cu o lungime de unda () foarte
scurtd si o energie mare. Interactiunea radiatiei Y cu mediul este un proces complex si poate implica
mai multe fenomene precum: efectul fotoelectric, efectul Compton si formarea de perechi.
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Figura 2. Probabilitatea de aparitie a efectelor: fotoelectric, Compton si al produceri de perechi

Reactia de anihilare reprezinta emisia de pozitroni este un proces cunoscut si sub numele
de dezintegrare beta plus (dezintegrare B+), sau dezintegrare izobarica, in care un proton se
transformd intr-un neutron prin eliberarea unui pozitron si a unui neutrino Acest proces de
dezintegrare este caracteristic radioizotopilor bogati in protoni. Utilizarea dezintregdrii prin
pozitroni va rezulta in formarea unui element cu un numar atomic mai mic cu o unitate. Acest
proces este cunoscut sub numele de transmutare nucleard, unde un izotop sau element este
transformat in altul. Astfel, procesul de dezintegrare izobarica va pastra acelasi numar de masa
pentru nucleele fiice, dar numarul atomic va fi modificat. Existd doua posibilitdti care pot aparea in
urma descompuneri izobarica a unui radioizotop bogat in protoni:

— Producere de pozitroni: p—-n+pt+v (1)
— Captare de electroni: pte —-n+v (2)

Existd radionuclizi bogati in protoni care sunt capabili sa absoarba electronul din stratul
intern, unde va avea loc conversia protonului in neutron. Energie minima care trebuie sa existe
pentru ca emisia de pozitroni sa fie posibila este de 1,022 MeV. Captura electronicad va reprezenta
modul obisnuit de descompunere. Emisia de pozitroni este comund 1n nucleele cu greutate atomica
mai micd precum C, 1N, 0 si ®F, pe cand captura electronici este observati la nucleele mai
grele precum iodul-123.

Pozitronul este capabil sa se deplaseze pe distante foarte scurte si este considerat cd are o
energie de tranzitie de 1,022 MeV. In timpul deplasiri pozitronului, norii de electroni din
materialele inconjurdtoare vor fi atrasi de acesta, iar Impreuna cu un electron, vor forma pozitroniul,
care este un sistem instabil compus dintr-un electron si un pozitron. Aceste componente se vor
anihila reciproc in fractiuni de secunda, aproximativ 125 de picosecunde, pentru a produce doi
fotoni de anihilare cu o energie echivalentd de 511 keV. Aceastd energie este echivalentd cu masa
combinata a electronului si a pozitronului, si este emisa de obicei in directii opuse, sub un unghi de
180 de grade.
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Figura 3. Dezintegrarea fluorului-18 si anihilarea electron-pozitron

Energia celor doi fotoni gamma de 511 keV se poate determina din ecuatia lui Einstein
pentru echivalenta masi-energie, E=mc?. Aceastd ecuatie fundamentald din fizici stabileste ci
energia (E) a unui obiect este echivalentd cu masa (m) sa inmultita cu patratul vitezei luminii in vid

(c?).

2

m
E=~911-10"3kg- (3 - 108 ;) (3)
E =82 1071 (4)
Transformand rezultatul in keV vom obtine:
8,2-10714
E = ~511-10°eV = 511 keV (5)

1,6-10719]/eV

PARTICULARITATI iN TEHNOLOGIA PET-CT

Dispozitivele hibride PET-CT reprezinta varful de excelenta in ceea ce priveste scanarea
PET, iar se estimeaza ca sistemele combinate PET-CT vor acapara 90% din totalul vanzarilor de pe
piata actuala a PET-urilor. Progresul PET-ului, ca instrument de cercetare, de la primele sale etape
pana in prezent, utilizat tot mai des in imagistica cancerului, a bolilor cardiace si neurologice, a
condus la echiparea cu instrumente de masurare avansate, ceea ce are un impact semnificativ in

Fundamentele imagistici PET se bazeazd pe proprietatile fizice ale anumitor izotopi
radioactivi, cunoscuti sub nume-le de emitatori de pozitroni. Acesti radionuclizi emit pozitroni, in
loc de fotoni gamma, in timpul dezintegrarii lor radioactive. Dezintegrarea pozitronilor reprezinta
un tip de dezintegrare beta, in care o particula incarcatd pozitiv, numitd particuld beta+, este emisa
dintr-un nucleu bogat in pro-toni, pe masura ce acesta cauta sa devind mai stabil.[2]

Se pune intrebarea daca scanerele PET detecteazd pozitronii. Raspunsul este negativ. Spre
deosebire de imagistica conventionald Tn medicina nucleara, care utilizeaza radionuclizi emitatori de
raze gamma, fotonii detectati In PET nu provin direct din nucleele care sufera dezintegrarea., astgel
pozitronii nu sunt detectati. Deoarece acestia sunt particule incarcate pozitiv, ei caldtoresc doar pe
distante foarte scurte, de obicei nu mai mult de un milimetru sau doi, inainte de a intalni un electron
incarcat negativ.

Céand un pozitron si un electron se ciocnesc, particulele se anihileaza, iar conform legii
conservarii energiei si materiei, anihilarea lor rezulta in crearea a doi fotoni gamma de mare ener-
gie, care se deplaseaza in directii opuse, la aproximativ 180 de grade unul fata de celalalt (Figura 3).
Acesti fotoni de anihilare de mare energie nu sunt detectati eficient de camerele gamma conven-
tionale, astfel ca se utilizeaza un inel specializat de detectoare. Aceasta detectie simultand folosind
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intervale de timp foarte scurte se numeste detectie de coincidenta. Perechile de fotoni care nu ajung
la puncte opuse ale inelului detector PET in acelasi timp nu sunt detectate. Acest proces se numeste
discriminare si ajuta la imbunatatirea locali-zarii eveni-mentelor cu adevarat coincidente.

Energia fiecarui foton coincident produs in urma reactiei de anihilare este de aproximativ
511 keV. Detectoarele PET sunt special concepute pentru a gestiona acesti fotoni de energie mare.
Datorita configuratiei inelelor, nu este necesard rotirea acestora in obtinerea imagini
tomografice.[2,3]

In locul cristalelor traditionale de iodura de sodiu activati cu Taliu (NaI(T1)), detec-toarele
inelului PET utilizeaza cristale din compusi precum germanatul de bismut (BGO), ortosilicatul de
lutetiu (LSO) sau ortosilicatul de gadoliniu (GSO). Acesti compusi sunt selectati de diferiti
producatori de PET si PET-CT datorita proprietatilor lor fizice superioare, care 11 fac extrem de
adecvati pentru imagistica PET.

Tabelul 1.: Proprietitile cristalelor BGO, LSO, GSO si Nal(T1) utilizati in PET [3]

Propreitate BGO LSO GSO Nal(TI)
Densitate (g/cm?3) 7.13 7.35 6.71 3.67
Lungime de atenuare (cm) 1.1 1.14 1.38 2.5
Eficienta coincidentelor (%) 72 67 56 46
Timp de scintilatie (ns) 300 40 50-60 250
Indice de referinta (n) 2.15 1.82 1.87 1.85
Luminiscenta (fotoni/keV) 8-9 30 10 38-40
Mod de achizitie a imaginii 2D sau 3D 3D 3D 2D sau 3D
Emisia maxima (nm) 480 420 430 350

Toate scanerele PET utilizeaza tehnologia scintilatoare, in care un foton incident inte-
ractioneaza cu detectorul, generand un flash de lumind. Acest flash este detectat de un tub
fotomultiplicator sensibil la pozitie, aflat in spatele cristalului. Scanerele PET cu inele complete
contin mii de detectoare, oferind o localizare spatiald precisd, rezolutia sistemelor fiind limitatd de
dimensiunea cristalului detector. Detectorul PET ideal ar avea o sensibilitate foarte mare pentru a
capta eficient fotonul incident. Ar produce, de asemenea, un flash de lumina scurt si intens
(fotofluorescentd), permitand o masurare exactd a energiei si minimizand timpul mort al
detectorului.[4]
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Figura 4. Schema de functionalitate a PTM-urilor in PET

In prezent, cel mai utilizat radiofarmaceutic PET este *8F-2-fluor-2-deoxi-D-glucozi, cunoscut si
sub denumirea de fluorodeoxiglucoza (FDG). FDG prezintd o structurda si un comporta-ment
biochimic foarte similare cu glucoza. Similaritatea structurala dintre moleculele FDG si glucoza
este ilustratd in Figura 5. Chiar daca diferenta intre aceste molecule este subtila, permite obtinerea
unor informatii semnificative in urma unei scanari PET utilizand FDG. Glucoza sufera diverse
reactii chimice in celulele corpului, producand apa, dioxid de carbon si, cel mai important, energie.
Glicoliza, ciclul Krebs si lantul de transport al electronilor sunt procese esentiale pentru generarea
energiei necesare functionarii celulare. Este impor-tant sa intelegem primii pasi ai glicolizei,
deoarece au legdturd directa cu imagistica PET utilizdnd FDG. Cercetatorii care studiaza cancerul
au observat cd tumorile prezintd o ratd glicoliticd mult mai mare decat tesutul normal. Tumorile au
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nevoie de cantitdti semnificative de energie pentru a sustine proliferarea haotica si rapidd a
celulelor. FDG, un analog al glucozei, se comportd identic cu glucoza pand la un anumit punct
(Figura 6). Dupa ce este fosforilat de hexokinaza (HK), fosfatul-FDG-6 ramane prins in celule,
deoarece nu este un substrat potrivit pentru fosfataza-glucoza-6.

CH,OH CH,OH
@) @)
OH OH
OH OH OH OH
18F OH
Fluorodeoxiglucoza (FDG) Glucoza

Figura 5. Structura moleculara a glucozie si fluorodeoxiglugozei
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Figura 6. Absorbtia si metabolismul celular al glucozei si *F-FDG

Aceastd captare intensa de glucoza, necesard pentru a satisface cerintele energetice ale
celulelor tumorale, permite FDG sa se acumuleze in celulele maligne. Astfel, celulele canceroase,
avand o ratd metabolica disproportionat de ridicatd comparativ cu celulele normale, capteazd mai
mult FDG. Aceasta caracteristica, combinata cu similitudinea FDG cu glucoza, constituie baza
imagisticii tumorilor utilizand FDG in PET.

In Tabelul.3.5 se poate observa ca in celulele normale, mitoza este controlata, sinteza ADN-
ului este precisa, iar apoptoza este reglementati pentru a mentine sanitatea tesuturilor. In contrast,
celulele cancerigene se divid rapid si necontrolat, sinteza ADN-ului este defectuoasa, iar apoptoza
este evitatd, permitand proliferarea necontrolatd. Aceste diferente metabolice fac ca FDG-ul sa fie
absorbit Tn cantitati mari de celulele canceroase, facilitind detectarea si monitorizarea acestora prin
imagistica PET.

Tabelul 2. Comparatie intre celula normali si celula anormala

Proces Celula Normala Celula Anormala (Cancerigena)
Mitoza Diviziune controlata si regulata. Diviziune necontrolata si rapida.
. . Sinteza precisa, cu mecanisme de Sinteza accelerata, adesea cu erori
Sinteza ADN-ului .
reparare. genetice.
Abobtoza Moarte celulara programata Evitarea apoptozei, supravietuire
pop reglementata. prelungita.
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Co-inregistrarea datelor PET si CT aduce beneficii prin combinarea unitatilor, fiind mai
eficientd decat PET singur in localizarea leziunilor neoplazice si distingerea intre acestea si
absorbtia normald. Fuzionarea datelor PET-CT poate schimba planul de tratament in 20% din
cazuri, crescand increderea si acuratetea diagnosticelor. Deasemenea acesta influenteaza deciziile
terapeutice in 14-18% din cazuri si este util in planificarea terapiei cu radiatii, biopsii si detectarea
recurentelor maligne, imbunatatind specificitatea mai mult decét sensibilitatea. Examinarea CT
corecteaza atenuarea si reduce timpul total al examindrii PET cu 25-30% fatd de imagistica PET
standard, avand o rezolutie spatiald superioard. Co-inregistrarea datelor PET si CT imbunéatateste
semnificativ clasificarea leziunilor. Un alt avantaj este eliminarea surselor radionuclidice, reducand
necesitatea inlocuirii periodice. CT poate fi utilizat ca diagnostic in lipsa altor radiografii sau cu
doza mica pentru localizare si atenuare.[4]
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Figura 7. Imagini coparative intre PET, CT si PET-CT

Pentru o examinare PET-CT de inalta calitate, expunerea pacientului la radiatii este mai mare
comparativ cu o examinare PET standard, fiind estimatd la aproximativ 25 mSv, fata de 7 mSv
pentru PET-ul standard. Doza de radiatii poate fi redusa daca se utilizeaza o tehnicad de doza scazuta
pentru CT, scdzand la sub 5 mSv. Totusi, chiar si cu tuburi de curent mai mic, expunerea la radiatii
din partea CT raméne semnificativ mai mare decat doza de la sursa 68Ge. Comparativ, expunerea
anuala la radiatii in Roméania este de aproximativ 2,7 mSv, iar un zbor transatlantic genereaza
aproximativ 0,12 mSuv.

CONCLUZII

Tomografia prin emisie de pozitroni (PET) reprezintd o tehnicd avansatd de imagistica
medicald, utilizatd pentru a evalua functiile metabolice ale tesuturilor si organelor. Aceasta ofera
informatii esentiale pentru diagnosticarea precoce a bolilor, in special a afectiunilor oncologice,
neurologice si cardiovasculare. Metoda hibrid PET-CT combind imagistica metabolicd PET cu
precizia anatomicd a tomografiei computerizate (CT), oferind astfel o imagine completa si detaliata
pentru diagnostic si planificarea tratamentelor. Datorita preciziei si capacitatii sale de a detecta
modificari la nivel celular, PET contribuie semnificativ la planificarea tratamentelor personalizate si
la monitorizarea evolutiei pacientilor.
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Rezumat: Esenta jocului didactic matematic ca modalitate de educare intelectuala a elevilor, consta in faptul ca la
nivelul acestuia se realizeaza o imbinare optima intre obiectivele urmarite, continutul lectiei i particularitatile psihice
ale vdrstei scolare mici, prin transpunerea sarcinilor de invatare sub forma jocului. In acest fel, stimularea dezvoltarii
intelectuale a elevilor se realizeaza din interior, prin organizarea lectiilor in lumina notiunilor de teoria multimilor si
logica.

Cuvinte cheie: joc didactic, joc didactic matematic

Dezvoltarea intelectuala generala a elevilor este favorizata de aplicarea noilor programe si
implicit a manualelor, care duc la sporirea apreciabild a profunzimii si accesibilitatii cunostintelor
de matematica din primii ani de scoala. Prin aplicarea invatamantului modern la clasele primare, se
optimizeazad procesul de invatare si educare, se scurteazd timpul de insusire a cunostintelor,
micsorand sau chiar eliminand lacunele.

In procesul instructiv - educativ desfasurat cu elevii, se folosesc metode si procedee noi
care, experimentate la clasd, au ridicat prin aplicarea lor gradul de intelegere si de insusire a
cunostintelor, au cultivat spiritul de creativitate la elevi, au pus accent pe munca individualizata.

Diferite studii si observatii efectuate asupra jocului au evidentiat faptul cd acesta
indeplineste multiple functii. J. Piaget stabileste urmatoarele functii ale jocului:

- functia de adoptare realizata pe cele doud coordonate: asimilarea realului la ,,eu” si
acomodarea, transformarea ,,cu-lui” in functie de modelele exterioare;

- functia catarctica, de descarcare energetica si rezolvare a conflictelor;

- functia de socializare, constand in acomodarea copilului la ceilalti, asimilarea relatiilor cu
cei din jur la propriul ,,eu”;

- functia de extindere a ,,eu-lui”, de satisfacere a multiplelor trebuinte ale copilului, de la
trebuintele cognitive de explorare a mediului la cele de valorificare a potentialului de care
dispune, de la trebuintele perceptive si motorii la cele de autoexprimare in plan
comportamental.

Matematica nu se invata pentru a sti, ci pentru a se folosi, pentru aplicarea ei in practica. Se
poate spune ca este stiinta cea mai operativd care are cele mai multe si mai complexe legaturi cu
viata. De aceea, nu simpld instructie matematica trebuie sa dobandeasca tineretul, ci educatie
matematica, formatie matematicd. Acesta constituie unul dintre cele mai importante concepte ale
culturii generale a omului societatii noastre.

Invatimantul matematic este raportat la cerintele epocii contemporane si constituie o
preocupare pe plan mondial in vederea introducerii unor concepte de maxima generalitate, fapt ce
conduce la cultivarea unei personalitifi ce gandeste si Intelege matematic. Se pune accent pe
gandirea teoretica, abstractd chiar la varsta timpurie, deci este necesar ca 1n cadrul orelor de
matematica elevii sd fie solicitati tot mai mult, punandu-i in situatii noi, neprevazute, care sa-i
mobilizeze, sa-1 dezvolte, sa le puna 1n valoare originalitatea.

Sistemul matematic actual in scoala primard isi propune sa asigure pentru toti elevii
formarea competentelor de baza vizand: numeratia, calculul aritmetic, notiuni intuitive de
geometrie, masurare $i masuri.

Functia principald a ciclului achizitiilor fundamentale si a ciclului dezvoltarii este aceea
instrumentala: de a forma elevilor capacititi ale muncii intelectuale, de a-i invata sa invete.

La varsta scolara mica, elevii invatd unele tehnici elementare ale activitatii intelectuale.
Interesul pentru studiu se gaseste intr-o faza incipienta. Pentru a-i determina pe micii scolari sa se
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angajeze la o activitate atat de complexa si de dificild cum este activitatea de invatare, in special a
matematicii, trebuie stimulate o serie de mobiluri interne si externe care sa declanseze dorinta,
atractia si interesul pentru invatare, insotite de satisfactia efortului tensional, de bucuria succesului.

Pe masura ce 1i se pun in fata dificultati noi, fiind orientati si ajutati sa le depaseasca, ei
traiesc bucuria succesului, dobandesc incredere in puterile lor, incepe sa-i intereseze activitatea
matematica. La aceasta contribuie si continutul interesant al matematicii, prezentarea lui la nivelul

Jocurile didactice sunt metode active care solicitd integral personalitatea copilului. Sub
raport structural, psihologic, orice tip de joc constituie o imbinare a componentelor intelectuale cu
cele afectiv- motivationale. Jocul didactic are un conginut si o structura bine organizate, subordinate
particularitatilor de varsta, se desfasoarda dupa anumite reguli si la momentul ales de adult sub
directa lui supraveghere. Rol important capatd latura instructiva, elementele de distractie nefiind
decat mediatori ai stimularii capacitatilor creatoare.

Jocurile didactice sunt realizate pentru a deservi procesul instructiv-educativ, au conginut
bine diferentiat, pe obiecte de studiu, au ca punct de plecare notiunile dobandite de copii, iar prin
sarcina datd, acestia sunt in situatia sd elaboreze diverse solutii de rezolvare, diferite de cele
cunoscute, potrivit capacitatilor lor intelectuale, accentul cazand astfel nu pe rezultatul final, cat pe
afectivmotivationale, in desfasurarea acestuia.

Studierea activitatii de joc pe diferite varste a permis generalizarea unor observatii care au
condus la conturarea unor metode didactice distincte-jocul didactic si jocul logic, cu puternice
concentrarea atentiei, la crearea spiritului de initiativa si independenta in munca, spiritul de echipa,
de observatie. Jocurile didactice si logice matematice conduc la realizarea obiectivului de baza, si
anume : formarea notiunii de numar si numeratie la copilul prescolar. In organizarea activitatilor cu
continut matematic trebuie sid se tind seama de principiile impuse de psihologia geneticd sau
psihologia dezvoltdrii. Operatiile curente de comparare, clasificarea obiectelor, operatiile de
identificare a unor asemanari si deosebiri, ofera posibilitatea de a ajunge la conceptul de numair,
conform teoriei multimilor. Separarea obiectelor unei mulfimi, dupd anumite criterii permite
desprinderea conceptului de numar ca rezultat al unei masuratori

Jocul didactic nu inseamna "o joaca de copii", el este o activitate serioasa, care sprijind intr-
un mod fericit, fixarea unor deprinderi matematice durabile precum si implinirea personalitatii
copiilor. Jocul didactic dd un randament sporit fatd de celelalte modalitati de lucru folosite in
activitatea de nvatare, solicitidnd o angajare deplind a capacitatilor intelectuale ale copiilor.

Procedeele intelectuale declansate de joc in special cele ale gandirii au darul de a-i conduce
pe copii in "a afla", " a descoperii" unele adevaruri noi pentru ei cu o oarecare usurintd, pe fondul
angajarii doar in apartenentd, a unui efort mai mic si mai ales in conditiile unor satisfactii evidente.
Jocul didactic poate fi utilizat ca o tehnica de explorare a activitatilor, de explorare a unor notiuni pe
cale mult mai accesibile. "Strategia jocului este in esentd o strategie euristica". In joc copilul se
gaseste "In situatia de actor ", de protagonist si nu de spectator, ceea ce corespunde foarte bine
dinamismului gandirii, imaginatiei si vietii afective unei trebuinte interioare de actiune.

Jocul didactic matematic are un rol deosebit de important in dezvoltarea gandirii matematice
si antrenarea capacitatilor creatoare ale copiilor. Referindu-ne la creativitatea gandirii, asa cum se
manifestd ea, se poate preciza cd in procesul cunoasterii stiinfifice esenta gandirii creatoare se
manifestd prin descoperirea unor adevaruri, inventii, intr-un cuvant, achizitii care reprezinta un pas
inainte 1n practica sociald. Jean Piajet si L. S. Vigotski releva insemnatatea interiorizarii actiunilor
si a transformarii lor in procese psihice. Ed. Claparede considera cd jocul, rezultand din imitatie este
un substitut de activitate eficientd si indeplineste un rol compensator in sensul satisfacerii
trebuintelor, intereselor copilului. La baza jocului sunt reactiile circulare, ce se formeaza treptat, in
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joc, imbinand realul cu deviatii imagimare. De fapt, scopul jocului constd in actiunea de joc, el
"pregateste viitorul, potolind nevoile prezente".
Diferitele clasificari ale jocului exprima dezvoltarea lor stadiala:
- jocuri in care se exerseaza functiile psihofiziologice;
- jocuri tehnice si productive;
- jocuri in care se reproduc unele relatii sociale;
- jocuri militare;
- jocuri ce realizeaza dramatizarea;

Adaptarea copiilor la viata si activitatea scolard nu este usoara. Odata cu intrarea in scoala
(la 6 — 7 ani), copilul nu renunta cu usurintd la comportamentul ludic ce i-a intrat in obisnuinta in
anii prescolaritatii. E drept, acum el este apt sa practice constient si cu suficientd motivatie activitati
de alta natura decat jocul, cum sunt invatatura, munca si creatia, prima dintre ele fiindu-i cu totul
specifica. Asa cum prescolarul se afla la varsta jocului, scolarul de clasa I se afla la primul contact
autentic cu Invatarea organizata si sistematica. El are imaginea acestei realitati, in anumite limite se
complace in ea, in sensul ca e prea mare tendinta de a invata sa citesti, sa scrii, sa socotesti, sa te
avanti in cunoastere pe calea cititului si pe calea explorarii organizate a realitatii cotidiene, ca sa
poti renunta cu usurintd la asemenea ocupatii i sd ramai la simpla practicare a jocului. Dar, la
aceasta varstd, e incd prea puternicd motivatia jocului, mai ales la scolarul de clasa I. Ar trebui ca
activitatea de Invatare organizata — cea realizata in principal sub forma lectiilor — sa fie cu mult mai
tentanta si atractiva decat jocul, pentru ca elevul sa se indepérteze de acesta.n realitate, cu exceptia
primelor zile si saptamani de scoald, copilul de 6 — 7 ani, fara sa mai vorbim de acela care se afla la
sfargitul micii scolaritati, simte mare discrepantd intre activitatea de initiere in invatare, specifica
gradinitei de copii §i cea realizatd in scoald. Ceea ce simte el in aceasta privinta este o realitate total
schimbata. Scoala este altfel conceputa decat gradinita de copii in sensul ca tine prea putin seama de
mobilurile interne care determind si coreleaza diferitele conduite ale copilului. Acesta este si
motivul pentru care, odatd cu pasirea pragului scolii, micul scolar pune din ce in ce mai putine
intrebari, priveste cu rezerva — uneori cu indiferenta, ceea ce i se cere sa faca in clasa, in afara ei si
in afara scolii, Indeplineste formal sarcinile scolare si se refugiaza, pe ascuns sau fatig, in lumea
care 1i convine, lumea jocului.

Ce se poate face in aceasta privinta?

Analizandu-se nereusita la invatitura, mai ales in clasa I, a copiilor normal dezvoltati, s-a
constatat ca aceasta se datoreaza, intre altele, necultivarii atente a intereselor elevilor, in vederea
achizitionarii noilor cunostinte. Cu alte cuvinte, progresul in procesul de Invatimant este
conditionat intr-o masura covarsitoare de o motivatie superioara din partea elevului, exprimata prin
interesul sau nemijlocit fatd de problemele ce 1 se oferd, prin placerea de a cunoaste si explora
necunoscutul, prin satisfactiile ce le are in urma eforturilor sale.

Prin folosirea jocurilor didactice in predarea matematicii la clasele mici se realizeaza si
importante sarcini formative ale procesului de invatamant. Astfel, jocurile didactice matematice :

- antreneaza operatiile gandirii : analiza, sinteza, comparatia, clasificarea, ordonarea,

abstractizarea, generalizarea, concretizarea ;

dezvolta spiritul imaginativ-creator si de observatie ;

dezvolta spiritul de initiativa si independenta in munca, precum si spiritul de
echipa ;

dezvolta atentia, disciplina si spiritul de ordine in desfasurarea unei activitati ;

formeaza deprinderi de lucru corect si rapid ;

asigura insusirea mai rapida, mai temeinica, mai accesibila si mai placuta a unor
cunostinte relativ aride pentru aceasta varsta (numeratia ; operatiile aritmetice etc.).

La copilul prescolar si scolarul mic, angajarea in joc este dictata de o necesitate de viata. Ei
manifestd viu trebuinta de a actiona izomorf adultului. Modelarea in joc a activitatii observate in
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ambiantd este o lege obiectiva. Pentru copil, jocul este un lucru firesc, este , dupa cum observa
Blaga , "o intelepciune" a vietii lui.

Necesitatea continuitdtii dintre gradinitd si scoald impusa de cerinte psihopedagogice si
sociologice a devenit un adevir pe care nu-l contesti nimeni. In conditiile in care gradinita este
parte integrantd a Invatamantului si 1si propune ca obiectiv prioritar pregatirea copilului pentru
scoald, aceasta impune si folosirea unor metode si procedee specifice varstei.

In ierarhia metodelor active folosite atat in invatimantul prescolar cat si in cel primar, jocul
didactic isi gaseste locul cu maxima eficientd, el fiind o punte de legatura intre joc- ca tip de
activitate dominanta in gradinita si activitatea specifica scolii- invatatura.

Jocul didactic este o activitate de invatare al carei efort, datoritd atractivitatii, elevii nu il simt ci
dimpotriva 1l doresc. El poate fi folosit atat ca metoda de predare-invatare, dar mai ales ca mijloc
util de consolidare si aplicare a cunostintelor Tnsusite.

Avand 1n vedere coborirea varstei de scolarizare, jocul didactic trebuie folosit ord de ora,
mai ales la clasele Pregatitoare, I si a II-a, el actionand favorabil si asupra elevilor care intampina
greutati In insusirea cunostintelor.

Cu o eficientd maxima se pot utiliza jocurile didactice la clasa Pregatitoare si I, la notiunea
de multime, pentru recunoasterea semnului de relatie sau a semnului operatiilor matematice pentru
consolidarea cunostintelor despre ordonarea numerelor naturale, pentru aflarea factorului sau a
termenului necunoscut,etc. Jocul didactic matematic are o importantd deosebitd in dezvoltarea
vorbirii elevilor, deoarece forma de joc antreneaza intens elevul in stimularea si exersarea vorbirii.
Prin intermediul lui se fixeazd, se precizeaza si se activeaza vocabularul elevilor, se contribuie la
imbunatatirea pronuntiei, la formarea unor notiuni matematice si implicit a unui limbaj matematic.

Jocul didactic matematic solicitd intelectul elevilor, dd Invatitorului posibilitatea sa
cunoasca bine potentele si particularitdtile individuale ale elevilor sdi si astfel, sa poata desfasura o
munca diferentiata.

Organizat si desfagurat metodic, jocul didactic matematic are o valoare instructiv-formativa
deosebita.

Matematica fiind stiinta conceptelor celor mai abstracte, de o extrema generalitate, iar
gandirea copilului fiind dominata de concret, copiii vor fi atrasi prin activitati care le fac placere si
anume cele de joc.

Consider ca jocul didactic matematic este mijlocul potrivit ales in vederea dezvoltarii
personalitatii multilaterale a copiilor si a unei functionari optime din punct de vedere psiho-social al
acestora.

Rezultatele bune obtinute prin practicarea jocurilor didactice sustin efortul unor noi cautari
si experimentdri, Tn ideea sporirii considerabile a eficientei utilizarii acestora In Invétarea
matematicii. In continuare, prezentim citeva jocuri didactico-matematice folosite cu succes in
aprofundarea matematicii la scolarul mic.

1. Joc,, Ghiceste din patru intrebari”

Scopul jocului:

e Tnsusirea corectd a terminologiei matematice;

e stabilirea raportului de relatie dintre acestea.
Materiale: culegerea Matematica ... prin joc.
Regula jocului: invatatorul scrie pe tabla un numar, de exemplu 36. Copiii au dreptul sa puna
maximum patru intrebari (de genul: ,,Folosim adunarea?”; ,,Facem produsul?”, ,,Calculam catul?”,
,»Afldm restul?”’). Dupa obtinerea raspunsului afirmativ, elevii vor face cat mai multe calcule pentru
a afla numerele ale caror sume, diferente, produse ori caturi sa fie 36. De exemplu: 0 + 36 ; 66 — 30
; 60 + 6; 6 X 6 etc.
Recompensa: elevului care intr-un interval de timp va rezolva mai multe exercitii corecte i1 se va
acorda calificativul F.B.
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2. Joc: ,,Scrie la comanda!”
Scopul jocului:

e Dezvoltarea atentiei si rapiditatii in scrierea numerelor naturale;

e Stabilirea relatiilor dintre numar si cifra;

e Dezvoltarea simtului ritmului.
Materiale: caiet de matematica, o bagheta sau un creion.
Regula jocului: invatatorul organizeaza clasa, 1i atenfioneaza pe elevi sa faca liniste si sa fie foarte
atenti. Cu o bagheta sau cu un creion, invatatorul va bate in catedra de un numar de ori §i va cere
elevilor sa scrie cifra corespunzatoare numarului de batai.
Recompensa: copilul care a scris corect cifrele corespunzatoare fiecarui grup de batai va primi un
balon.

3. Joc : ,,Pisica”
Scopul jocului:

e formarea deprinderilor de calcul rapid,;

e consolidarea adunarii si scaderii.
Materiale: o cutie, figse pe care sunt scrise exercitii.
Regula jocului: un copil este ,,pisica”. El cauta in ,,cutia cu soricei” si ... prinde unul (o fisa).
Citeste 1n fata clasei exercitiile, pe rand, iar copiii raspund cu rapiditate. Jocul continua pana cand
,,pisica” a prins toti ,,soriceii” (3-4).

Recompensa: copiii care gresesc la
calcul sunt ,,pedepsiti” si pusi sa imite
pisica sau soricelul (spre hazul clasei de
elevi).

4. Joc: ,,Datele problemei s-au

incurcat”

Scopul: operarea cu terminologia matematica specificd problemelor, dezvoltarea gandirii
logice si a creativitatii;

Sarcina didacticd: sd ordoneze fragmentele unei probleme in ordinea necesara (date, cerinta,

rezolvare, raspuns), sd rezolve problema.

Material didactic: plicuri cu jetoane, fise, lipici.

Desfasurarea jocului: Colectivul de elevi este Tmpartit pe echipe. Fiecare echipd primeste
cate un plic cu jetoane pe care sunt scrise probleme fragmentate. Elevii vor aseza in ordine
fragmentele si vor rezolva problema. Echipa care va rezolva cel mai repede sarcina este declarata
castigatoare $i va primi recompensa mere §i pere.

5. Joc : ,,Domino”
Scopul jocului:
e formarea deprinderilor de a raporta cantitatea la numar;
e dezvoltarea spiritului competitiv.
Materiale: jetoane de tip domino.
Regula jocului: elevii vor primi jetoane de tip domino, unele cu
elemente, altele cu cifre. Dintr-o singura incercare, copiii vor face

X X X X X X X X X . . _ .
corespondenta dintre cifrd si multimea corespunzatoare.
4 5
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Recompensa: copiii care au rezolvat corect exercitiul vor primi un fanion pe care scrie ,,campion”.
6. Joc : ,, Ciresele”
Scopul jocului:
e formarea deprinderilor de adunare a numerelor naturale;
e dezvoltarea gandirii si a rapiditatii in calcul;
e dezvoltarea spiritului competitiv.
Materiale: culegerea Matematica ... prin joc.
Regula jocului: invatatorul recitd versurile de mai jos si le cere elevilor sa facd operatiile
corespunzatoare.
Ciregele s-au copt, perechi-perechi,
Am doua si-inca doud la urechi,
Dar una dintre ele, cea mai mare,
I-o dau acuma dragei surioare ...
Cdte cirese mi-au ramas? Stii oare?
Recompensa: primii trei elevi care raspund corect vor primi un jeton cu cirese.
7.Joc:,,Pusculita fermecata”’
Scopul: recunoasterea semnelor de relatie (<<, =, =), folosirea lor in compararea numerelor.

Sarcina didactica: vor scrie semnul de relatie in exercitiile scrise pe tabla.
Material utilizat: pusculitd, semne de relatie, creta colorata si creta alba.
Elemente de joc: competitia, recompensa.

Tipul jocului: de consolidare acunostintelor.

Desfasurarea jocului: pe tabla sunt scrise coloane cu perechi de numere.

65-5 30+50 20+33 85-25
3+72 55-34 58-55 23+32
30+15 80-65 82+2 78+0

8. Joc : ,,Semnul s-a pitit!”
Scopul jocului:
e folosirea corecta a semnelor de relatie (<;>;=);
e perfectionarea tehnicii de calcul.
Materiale: fise de munca independenta.
Regula jocului: elevii vor primi figse de munca independenta si vor pune in patratele semnul de
relatie care se impune.
2] 3 10+4 [ ] 14
15 [] 15 9-3[]16
27 [] 72 18-8 ] 10

La nivelul invatamantului primar, unde se pun bazele deprinderilor de munca intelectuala,
jocurile didactice oferd un cadru propice pentru invatarea activa, participativa stimuland in acelasi
timp initiativa si creativitatea elevilor. Ele reprezintd o forma de invatare accesibild, placuta,
atractiva ce corespunde particularitatilor psihice ale acestei varste.

BIBLIOGRAFIE

[1] Chivu, M. Pitrascoiu, C. (2000), Metodica predarii activitatilor matematice la gradinitd si a matematicii la clasele
I-1V, Editura Radical, Bucuresti

[2] Schiopu, U., (2009), Probleme psihologice ale jocului §i distractiilor, Editura Romania Press, Bucuresti

[3] Popovici, E. (1971), ,,Culegere de jocuri didactice pentru clasele | — IV”, Editura Didactica si Pedagogica,
Bucuresti

[4] Neagu, M., Mocanu, M., (2007), ,Metoda predarii matematicii in ciclul primar, Editura Polirom, lasi

123



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

IMPORTANTA STUDIERII MATEMATICII iN DEZVOLTAREA GANDIRII
ELEVILOR

Radu Vasile BOLOS, Ioana Florina BOLOS?

! Colegiul National ,,Samuil Vulcan” Beius, profesor de matematicd, bv.radu@yahoo.com
2 GPP Nr 2, Meziad, profesor invitdmant prescolar, fo.pantea@yahoo.com

Rezumat: Matematica este stiinta cu cea mai mare aplicabilitate in toate domeniile vietii.
Cuvinte cheie: dezvoltare, imbundtdtire.

Matematica este stiinta care studiaza structurile abstracte, modelele si relatiile dintre acestea,
utilizdnd concepte precum numere, forme, functii si simboluri. Este un domeniu vast care include
diverse ramuri si subramuri, fiecare avand aplicatii in diferite domenii ale stiintei si tehnologiei, dar
si in viata de zi cu zi.

Iata cateva dintre principalele ramuri ale matematicii:

Aritmetica: Studiul numerelor si al operatiilor fundamentale (adunare, scadere, inmultire,
impartire).

Algebra: Studiul simbolurilor si al regulilor pentru manipularea acestor simboluri; implica
lucrul cu ecuatii si functii.

Geometria: Studiul formelor, dimensiunilor si proprietatilor spatiale ale obiectelor.

Analiza matematica: Studiul limitelor, derivatelor, integralelor si seriilor infinite; include
calculul diferential si integral.

Statistica si probabilitatea: Studiul colectarii, analizarii, interpretarii si prezentdrii datelor;
probabilitatea se ocupa de masurarea incertitudinii.

Matematica discretda: Studiul structurilor discrete (non-continue), cum ar fi grafurile,
multimile si algoritmii.

Teoria numerelor: Studiul proprietatilor si relatiilor numerelor intregi.

Matematica este fundamentald pentru stiinte naturale, inginerie, economie, si multe alte
domenii. Ea oferd un limbaj universal pentru descrierea si intelegerea lumii din jurul nostru.
Studierea matematicii are o importanta semnificativa din mai multe perspective, influentdnd diverse
aspecte ale dezvoltarii individuale si societale. latd cateva dintre principalele motive pentru care
matematica este esentiala:

Dezvoltarea abilitatilor cognitive:

Gandirea logica si analiticd: Matematica promoveaza gandirea structuratd, logica si analitica,
ajutand elevii sa abordeze probleme complexe in mod sistematic.

Rezolvarea problemelor: Capacitatea de a rezolva probleme este imbunatatitd, deoarece
matematica necesitd gasirea de solutii eficiente si inovatoare pentru diverse provocari.

Fundament pentru stiinte si tehnologie:

STEM (Stiinta, Tehnologie, Inginerie si Matematicd): Matematica este fundamentul pentru
disciplinele STEM, care sunt esentiale pentru inovatie si progres tehnologic.

Cercetare si dezvoltare: Avansurile in matematicad contribuie la dezvoltarea unor noi
tehnologii si descoperiri stiintifice.

Utilitate in viata de zi cu zi:

Gestionarea finantelor: Matematica este cruciala pentru gestionarea eficientd a finantelor
personale, inclusiv bugetare, economisire si investitii.

Luarea deciziilor: Competentele matematice ajuta la luarea deciziilor informate, de la
evaluarea ofertelor comerciale la planificarea si analizarea proiectelor.

imbunititirea carierei si oportunititilor de angajare:

Cerinte de piata: Multe profesii, in special in domeniile tehnice si stiintifice, necesita
cunostinte avansate de matematica.
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Adaptabilitate profesionald: Abilitatile matematice sporesc adaptabilitatea si capacitatea de a
invata noi competente in contextul schimbarilor economice si tehnologice.

Dezvoltarea abilitatilor de gandire abstracta:

Conceptualizare si modelare: Matematica ajutd la dezvoltarea capacitatii de a lucra cu
concepte abstracte si de a modela fenomene complexe, ceea ce este esential in stiintele exacte si
sociale.

Impact asupra societatii:

Decizii politice si economice: Matematica joaca un rol esential in formularea si analiza
politicilor publice, economice si sociale.

Intelegerea si abordarea problemelor globale: Probleme precum schimbirile climatice,
sdnatatea publica si dezvoltarea durabild necesita abordari matematice pentru solutionare.

Imbunititirea creativititii si inovatiei:

Gandire inovativa: Matematica stimuleaza creativitatea si inovarea prin explorarea unor
solutii si metode noi de abordare a problemelor.

Explorarea si descoperirea: Studierea matematicii permite explorarea unor concepte noi si
descoperirea unor relatii si modele neanticipate.

Formarea unei mentalititi riguroase si disciplinate:

Rigoare academicd: Matematica invatd elevii importanta exactititii si a disciplinei
intelectuale.

Perseverenta si determinare: Procesul de invatare a matematicii necesitd perseverentd, ceea ce
formeaza o atitudine pozitiva fata de efort si munca sustinuta.

Prin urmare, importanta studierii matematicii nu se limiteaza doar la domeniul academic, ci
se extinde asupra multor aspecte ale vietii personale si profesionale, contribuind la dezvoltarea unei
societati informate si capabile sa faca fata provocarilor complexe ale lumii moderne.

Studierea matematicii joaca un rol crucial in dezvoltarea gandirii elevilor, avind multiple
beneficii pe diferite planuri. lata cateva dintre cele mai importante aspecte:

Dezvoltarea abilitatilor de rezolvare a problemelor:

Matematica Invata elevii sa abordeze problemele in mod sistematic, sd identifice solutii si sa
le aplice.

Elevii invata sa descompund probleme complexe in parti mai simple, sa caute modele si sa
dezvolte strategii pentru rezolvare.

imbunititirea gandirii critice si analitice:

Prin studiul matematicii, elevii isi dezvolta capacitatea de a analiza si a evalua informatiile in
mod logic.

Gandirea matematicd Incurajeazd formularea si testarea ipotezelor, ceea ce este esential In
multe domenii ale cunoasterii.

Riguros si precizie:

Matematica necesita atentie la detalii si exactitate, ceea ce ajutd la formarea unei atitudini
riguroase si precise In abordarea oricarei sarcini.

Stimularea creativitatii:

Contrar perceptiei comune, matematica poate fi un teren fertil pentru creativitate. Gasirea
unor solutii inovatoare si metode diferite de rezolvare a problemelor stimuleaza gandirea creativa.

Dezvoltarea abilitatilor de rationament abstract:

Elevii Invatd sd gandeascd abstract, sd lucreze cu concepte care nu sunt intotdeauna vizibile
sau tangibile, ceea ce este esential pentru intelegerea stiintelor avansate si a tehnologiei.

Pregatire pentru cariere tehnice si stiintifice:

O bund cunoastere a matematicii este esentiald pentru succesul In cariere din stiinta,
tehnologie, inginerie si matematica (STEM), domenii care sunt din ce in ce mai importante in
economia globala.
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fmbunititirea competentelor decizionale:

Prin invatarea de a evalua date si de a face predictii bazate pe aceste date, elevii dezvolta
abilitati valoroase pentru luarea deciziilor informate in viata de zi cu zi.
Adaptabilitate si Tnvatare pe tot parcursul vietii:
Gandirea matematica si abilitdtile analitice dobandite prin studiul matematicii 1i ajuta pe elevi s se
adapteze mai usor la noile provocari si sd invete continuu.

imbunﬁtﬁgirea capacitatilor cognitive:

Studiile aratd ca studiul matematicii poate imbundtdti memoria, atentia si alte functii
cognitive.

Prin urmare, studiul matematicii nu doar ca dezvolta competente specifice in domeniu, ci si
contribuie la formarea unei gandiri structurate si adaptabile, esentialda pentru succesul in multe
aspecte ale vietii personale si profesionale.

BIBLIOGRAFIE
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APLICATII ALE TEOREMEI HAMILTON-CAYLEY

Gabriela BURTIC

Studenta anul I, Matematica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea
e-mail: bgi.gba@gmail.com

Rezumat. In aceastd lucrare sunt prezentate, ca aplicatii ale teoremei Hamilton-Cayley, cdteva metode de calcul ale
puterilor unei matrice patratice de ordin 2.
Cuvinte cheie: ecuatia caracteristica a unei matrice, valori proprii, teorema Hamilton-Cayley

1. Teorema Hamilton-Cayley

a b
Daca A= [c dj eM,(0), vom nota Tr(A)=a+d urma, respectiv detA=ad —bc determinantul
matricei A.
Ecuatia

det(A—/llz) =0 & A° —Tr(A)l+det(A) =0
se numeste ecuatia caracteristicd a matricei A, iar raddcinile acesteia se numesc valorile proprii ale

matricei A.
Teorema 1. (Hamilton-Cayley) Orice matrice patratica Ae I\/IZ(D) verificd propria sa ecuatie

caracteristica, adica

A? —Tr(A)-A+ detA-1, =0,.
b
d

AZ—Tr(A).A+detA-I2:[a2+bc b(a+d)]—(a+d)(: z]+(ad—b0)((1) 0]202.

c(a+d) cd+d?

Demonstratie. Intr-adevar, daca A z( j eM, (0 ), atunci

: a b .
Consecinta 2. Fie A=[C djEMZ(C) sineN".

1. daca det(A)=0, atunci A" :(TrA)"_l-A;

(—det A)“-1,, daca n=2k, kell”
(—det A*- A, dacid n=2k+1kel.
Demonstratie. Din Teorema Hamilton-Cayley, A*=Tr(A)- A—detA-1,.

2. daca Tr(A)=0, atunci A" :{

1. Daca det(A)=0, atunci A*=Tr(A)-Asi inductiv se demonstraza cd, pentru orice N> 2,
A" =(TrA) " A
2. Dacd Tr(A)=0, atunci A*=—(detA)-1,. Prin urmare, avem
A =A%) =((~detA)-1,) =(~detA)-1,,
respectiv. A" = A% . A =(—det A)k A
Consecinta 3. Fie Ae M, (C) Daca exista un numdr naturaln>2, astfel incdt A" =0,, atunci

A2=0,.
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Demonstratie. Daca A" =0,, pentru un numar natural n>2, atunci (detA)" =0, de unde
det A=0. Asadar, O,=A"=(TrA)""-A, de undeA=0, sau TrA=0. DaciA=0,, atunci
A’ =0,, respectiv dacd Tr A= 0, atunci din teorema Hamilton-Cayley obtinem A*=0,.

a b
Teorema 4. Daca ecuatia caracteristica a matricei A :£ d] €M, (0 ) are radacinile reale 4, si
C

A, , atunci existd doud matrice B,Ce M, (D ) , astefel Incat:

An:{ﬂi”-BH{‘-C, dacd 7, # 7, O
A'-B+n-A""-C, dacd 4 =4,
Demonstratie: Din Teorema Hamilton-Cayley, A*> =TrA-A—det A-1,, de unde obtinem ca

A™ =TrA- A" —det A- A" (2)

a, b
Considerand ca A" = [C” d" j si tinand cont de relatia (2), obtinem ci

n n

Tr(A)-a,—detA-a,,
Tr(A)-b, —detA-b ,
, pentru n>1.
Tr(A)-c, —detA-c,,
dn+1 =Tr(A)-d, —detA-d
Prin urmare, toate sirurile verificaA aceeasi relatie de recurentd liniara de ordinul
Il,X,,, =Tr(A)-x,—det A-X,,, cu ecuatia caracteristicdi A°—Tr(A)A+detA=0 si cu radicinile

! n+l

reale 4, si A,
Cazul 1. Daca A # 4,, atunci x, = (x)-ﬂi”+c (x)- 45, unde ¢, (x),c,(x)eC. Deci
=c(a) 4" +¢,(a)- 4
Cl( ) A+ (D)2
. =¢(c)- A" +c,(c)- /12
(d)-A4" +¢c,(d)-%

Q_O

1

adicda A"=4"-B+4;-C,unde B=

d
0 a)ec-(el) <)

Cazul 2. Dacd 4 =4,, atunci x, =c¢,(x)- 4" +¢,(x)-n- 4}, unde ¢,(x),c,(x) e C. Deci
a,
b,

6 (a)- A +e,(a)n- 20
G (b)-4 +,(b)n-4}
=6 (C) A+, (0)n A
Cl(d) A1+C( )nj?“

(a) a(b)) . _(e() cb)
(c) c1<d>]s ¢ (cxc) c2<d>]'

C
adicda A"=4"-B+n-4,-C, unde B:[C
1
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Observatie. Din Teorema 4 rezultd cd pentru orice matrice Ae M, (I] ) care are valorile proprii
reale 4,4, €R, matricea A" se poate scrie sub forma (1). Matricele B si C se determina din
relatia (1), luand n=0 si n=1.

a b

Teorema 5. Daca A:(
c d

je M, (0), atunci existd doud siruri de numere complexe (X,),., i
5 nx1 -

(yn )n21 , astfel incat
A"=x-A+y, -1,
pentru orice numar natural nell*,
Demonstratie. Demonstrdm prin inductie dupa n.
Din A=1-A+0-1,, avem x =1, y, =0, iar din A*=TrA-A—detA-l,, obtinem ci x, =Tr(A) si
y, =—det A. Asadar, afirmatia din enunt este adevarata pentru =1 si n=2.

Presupunem acum ca afirmatia este adevarata pentru un numar natural n>1. Asadar, exista
numerele X, Yy, €ll, astfel incat A" =X, - A+y,-1,. Din

A=A A=(x-A+Y, - 1,)-A=x AP +y - A=X (TrA-A—detA-1,)+y, A=
=(TrA-x, +Y,)-A—detA-x, -1,
_ [ Xy =TrA-X, +Y,
obtinem ca
L, =—det A-X,

Asadar, A" =x,-A+Yy,-l,, pentruorice n>1.

, adica afirmatia este adevarata si pentru n+1.

2. Aplicatii

DaciAeM,(C) si neN’, atunci pentru determinarea matricei A" existd cele doud metode

generale prezentate in Teoremele 4 si 5.

2
De exemplu, matricea A:( L 4j are ecuatia caracteristicA A°—~51+6=0 si valorile proprii

reale 1, =2 si4, =3.

Pe baza Teoremei 4, existd doud matrice B,C e M, D ), astfel incat A"=2"-B+3".C..
B+C=lI, -2 -1 2
obtinem ca B=-A+3l, = siC=A-2l,= , de unde
2B+3C=A -1 -1 2
2 _2 n+l 3" n+l n
AT o 2 2" +2.3 .
1 —1 2" -3" 2"+2.3"

Pe baza Teoremei 5, existd doud siruri (Xn)nZl si (Y,) . astfel incat A"=x -A+y,-1,. Din

A=A A=(x,-A+y,-1,)-A=x A +y,A=X, (5A-6l )+Y, I, =(5X,+Y,) A—6X,  Aobtine

X .. =5X + X, =5X .+ =5X_, —6X
m Cé n+1 n yn 1 de Unde n+2 n+1 yn+l n+1 n , adicé
Yo = —6X Yoo = _6Xn+1 = _30Xn - 6yn+l = 5yn+1 - 6yn

n

n+2 _5Xn+l 6 n . TR 2 .. . o e
. Cum ecuatia caracteristica A°—51+6=0 are solutiile 4 =2 sid, =3, existd
Yoi2 = 5yn+1 - 6yn
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X,=a-2"+a,-3" =23, +3a, =1
constantele a,a,,b,b, astfel incat | " % 2~ . Din 0T A T, obtinem ca
y, =b-2"+h,-3" X, =4a,+9a, =5
=-1 =2b,+3pb,=0 = X, =-2"+3"
% ,iar din ¥y =20 +30, obtinem ci . Asadar, { " , de unde
a, =1 y, =4b +9b, =6 , =— y, =3-2"-2.3"

1 2 10 2M 3" 2™ 2.3
A =(-2+3")- +(3-27-2.3"). - "
-1 4 01 2"-3" -2"+2.3"
In unele situatii, pentru determinarea matricei A" se poate utiliza binomul lui Newton. Pentru

aceasta, matricea A se descompune in mod convenabil ca suma de doua matrice care comuta la
inmultire. Vom prezenta 1n continuare doua astfel de situatii:

Cazul 1. Dacd A=A-1,+B cu detB=0 si TrB=t =0, atunci B* =t*"*-B, pentru ke N" si

A" :(ﬂ |2 + B)n —A". |2 +Zn:anlnkak —A". |2 +Zn:anﬂ,n7ktkle _
k=1 k=1

=A"-1, +(Zn:cnu"kt“]- B=A"-1, +%((ﬂ+t)n —/1”)- B,
k=1

pentru orice ne N,
Cazul 2. Daca A=B+C cu B-C=C-B=0,, atunci

n-1
A"=(B+C)' =B"+>'C-B"C"+C"=B"+C",
k=1
pentru ne N”.

2 4 =2
De exemplu, matricea A=( j se poate scrie A=3-1,+B, unde B:( j Cum

-6 6 -6 3

detB=0 §i TrB =7, se obtineca A" =3"- |2+%(1on -3")-B.

2X—-Yy  —X+Yy

Un alt exemplu, este matricea A=
2X—2y —X+2y

j. Aceasta se poate scrie A=x-B+y-C,

2 - -1 1
unde B:(2 ]siC=( 2j.Cum B-C=C-B=0,, se obtine

A'=x"-B"+y"-C"=x"-B+y"-C.
O aplicatie directd a puterilor unei matrice, este determinarea sirurilor date prin sisteme liniare

recursive. Pentru aceasta, si considerdm sirurile de numere reale (x,)  si (Y,) _, definite prin
sistemul de relatii de recurenta
{xm =ax, +hby, ‘)
Yaia =X, +dy,

unde nell, iar a,b,c,d,X,, Y, sunt numere reale date.

X X a b
Sistemul (3) se poate scrie in mod echivalent, [ym]: A-(y”], unde A:(C dj' Inductiv, se
n+1 n

n

X X . . .
demonstreaza ca ( =A"| "° |, pentruorice ne N si astfel, problema se reduce la aflarea formei
yn yO

generale a lui A".
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APLICATII COLABORATIVE

Melinda CORITEAC
Liceul Teoretic "Constantin Serban" Alesd, jud. Bihor, profesor de informatica, melindacoriteac@yahoo.com

Rezumat: Lucrarea cu titlul Aplicatii colaborative surprinde generalitati despre aplicatiile colaborative. Pentru
inceput se definesc aceste aplicatii, se prezinta rolul lor §i se scoate in evidentd modul in care utilizarea acestora se
extinde cu rapiditate in toate domeniile. In continuare sunt enumerate avantajele si dezavantajele aplicatiilor
colaborative la modul general si avantajele utilizarii acestor aplicatii in sistemul educational, fiind prezentate pe scurt
numeroase aplicatii colaborative. Accestul se pune pe cele mai utilizate aplicatii oferite de Google Workspace for
Education si pe modul in care acestea faciliteaza un act didactic de calitate. Lucrarea se incheie cu ennumerarea unor
reguli de etica intr-un mediu colaborativ, de care trebuie sd se tina cont in vederea unei munci productive i eficiente.
Cuvinte cheie: colaborativ, echipd, comunicare, partajare

Intr-o societate in continud schimbare, care evolueaza in rirm alert, generatiile de oameni
schimba din ce in ce mai multe informatii. Desi conceptul de colaborare nu este nou, munca in
echipa utilizind medii de lucru interconectate este mai recent aparutd si se extinde rapid in
majoritatea domeniilor.

O aplicatie colaborativa este un instrument software care ofera posibilitatea utilizatorilor sa
lucreze simultan la diverse fisiere, utilizand reteaua Internet. In prezent existi o multime de aplicatii
colaborative, unele gratuite, altele nu.

Despre aceste aplicatii se poate spune ca: favorizeaza munca in echipa de la distantd si nu
numai, faciliteaza comunicarea si modificarea unor fisiere in timp real, oferd posibilitatea de
gestiune a datelor (dosare/ fisiere) in comun, pot fi accesate de pe dispozitive diverse precum
tableta, smartphone, laptop s.a.

In sistemul educational aplicatiile colaborative au fost din ce in ce mai utilizate incepand cu
perioada in care orele s-au desfasurat in sistem online, pe fondul pandemiei Covid, dar utilizarea lor
continuad si in prezent.

Utilizarea aplicatiilor colaborative in sistemul educational ofera urmatoarele avantaje:

e favorizeaza colaborarea si comunicarea in timp real (elev-elev, elev-profesor, profesor —
profesor), de la distanta;

o faciliteaza dezvoltarea competentelor lingvistice, respectiv digitale;

e permit crearea de lectii si sarcini de invatare atractive, antrenante, fiind favorizatd o
educatie modernd, de calitate, care pune elevul in centrul propriei sale formari;

e permit impartirea de sarcini de lucru in mod egal, astfel incat fiecare membru al echipei
sa 1s1 poatd aduce contributia la produsul final;

e rezultatul final poate fi mai unul mai bun decat rezultatul obtinut In cazul muncii
individuale;

e au costurile de achizitie si utilizare minime sau chiar inexistente;

e oferd instrumente utile si usor de utilizat atat de cdtre profesori cat si de catre elevi.

Dintre dezavantajele pe care le au aplicatiile colaborative se pot aminti urmatoarele:

e in lipsa unei organizari temeinice a activitatii, persoanele care lucreaza colaborativ ar
putea sa aduca modificdri nedorite fisierelor cu care se lucreaza;

e sarcinile trasate persoanelor care lucreaza colaborativ ar putea fi gresit intelese, In cazul
in care acestea lucreaza de la distanta.

Facilitatile oferite de catre aplicatiile colaborative sunt dintre cele mai diverse si numeroase.
Exista aplicatii care permit utilizarea conceptelor de hartd mintald sau brainstorming (Bubbl -
https://bubbl.us/, Miro - https://miro.com/), aplicatii care ofera o gama largd de instrumente care
imbunatatesc comunicarea, colaborarea sau productivitatea unei instititii (Slack - https://slack.com),
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aplicatii care permit crearea de diagrame detaliate si profesionale (Nulab - https://nulab.com/) s.a.

Dintre platformele educationale cele mai cunoscute si folosite se pot aminti: Moodle
(https://moodle.com/), Schoology (https://app.schoology.com), Google Classroom
(http://classroom.google.com). Acestea permit crearea de clase virtuale, prezentarea unor lectii,
trasarea de sarcini de lucru complexe si evaluarea elevilor pe baza de teste. Conectarea elevilor,
respectiv a profesorilor se face pe baza de conturi de utilizator.

Partajarea de documente si comunicarea online se pot face cu ajutorul aplicatiilor precum:
Twiddla, Zoom, Google Meet, Microsoft Teams s.a. Acestea permit partajarea de table albe, pe care
se pot incidrca diverse documente sau scrie. In plus, acestea permit comunicarea video/audio a
utilizatorilor.

Alte platforme demne de amintit, foarte prietenoase si usor de utilizat sunt Canva
(https://www.canva.com), Kahoot (https://kahoot.com) si Quizezz (https://quizizz.com/). Prima permite
editarea/crearea de imagini, afise, postere, prezentari, este foarte prietenoasa si usor de utilizat.
Celelalte doud permit crearea de sarcini de lucru interactive, teste usor de administrat si centralizat.

Google Workspace for Education

Google ofera o serie de aplicatii colaborative si servicii dintre cele mai diverse. Pentru a
accesa aceste servicii, utilizatorii au nevoie de cont google. Cele mai utilizate aplicatii in activitatea
didactica, pe langa multe altele la dispozitie, sunt:

- Gmail — serviciu de posta electronica. Are o interfata prietenoasa si este extrem de usor
de folosit.

- Documente (Docs) — procesor de documente — permite crearea de documente noi sau
documente pornind de la anumite sabloane, respectiv modificarea/editarea de documente
create cu alte editoare de documente precum Microsoft Office Word, Open Office Writer
S.d.

Interfata aplicatiei diferda de interfata aplicatiilor de tip desktop amintite anterior.
Instrumentele de lucru sunt structurate sub forma de meniuri (File, Edit, View etc) si
bare de instrumente.

a Untitled document ¢ B - B shwe - 0

File Edit View Insert Format Taols Extensions Help

QA v ¢ & A F 100% v Mormal text = Aria - n + B I U 5 2 X # Editing - P

€

Docs ofera majoritatea facilitatilor oferite de editoarele de documente uzuale, dar are si
instrumente de lucru in plus. Unul dintre cele mai utile instrumente este Voice typing
(din meniul Tools/ Instrumente), care permite scrierea textului rostit de utilizator.

- Foi de calcul (Sheets) — aplicatie de calcul tabelar — are interfata aseméanatoare cu cea a
aplicatiei Docs si permite crearea si gestionarea de foi de calcul, respectiv editarea
registrelor electronice create cu aplicatii precum Microsoft Office Excel s.a.

133


https://nulab.com/
http://classroom.google.com/
https://www.canva.com/
https://quizizz.com/

STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

E Untitled spreadsheet ¢ B (k- B shae - 0
File Edit View Insert Format Data Tools Extensions Help

Q o e & F 100% - 3 0, 99 w23 Defaul. * - [10|+ B I & L] E-i--A- o D@ Y @- I o

A

i bo insor
3

+ = Sheet1 ~

- Prezentari (Slides) — aplicatie care permite crearea de prezentari electronice, respectiv
editarea de prezentari electronice realizate cu alte aplicatii precum cele din Microsoft
Office, Open Office s.a. Spre deosebire de Microsoft Office PowerPoint, efectele de
animatie si de tranzitie sunt mai putin diversificate, insa Slides ofera majoritatea
facilitatilor oferite de aplicatiile complexe de realizare de prezentari electronice.

- Meet — permite efectuarea de videoconferinte.

- Jamboard — este tabla alba, care poate fi folosita ca o tabla obisnuita in lectiile online.

Pe aceasta se poate scrie, se pot lipi comentarii, insera texte, se pot adduga imagini si cel
mai important este ca i se poate salva continutul, in vederea utilizarii ulterioare.

- Classroom — permite crearea de clase virtuale (cursuri) la care se pot asocia elevii,

individual sau in colaborare cu alti utilizatori. In cadrul fiecirui curs se pot partaja
materiale, teste s.a.

- Formulare (Forms) — se utilizeaza pentru a crea formulare utilizate in sondaje de opinie,

colectare de date s.a. Acestea sunt foarte utile in centralizarea si analizarea datelor.

- Drive — ofera spatiu de stocare de date si servicii de partajare a acestora/gestionare in

comun.

Toate fisierele create cu aplicatii precum Docs, Slides, Sheets, Forms se stocheaza automat
in Drive-ul asociat contului de utilizator, insa aplicatiile permit si descarcarea fisierelor in diferite
formate (docx, odt, rtf, pdf — in cazul documentelor; xls, ods, csv, pdf — in cazul foilor de calcul;
pptx, odp, html, jpg — in cazul prezentarilor electronice).

Fisierele din Drive pot fi partajate cu diversi utilizatori, pe baza de hiperlink sau adresa de
email. Colaboratorilor li se pot da drepturi de editare, de vizualizare sau de comentatori. Cand
lucreaza simultan mai multi utilizatori asupra unui fisier, fiecare dintre acestia poate sa vada, in
timp real, la finalul modificarilor, o culoarea specifica fiecdrui uilizator si modificarile aduse de
acesta, sd vada toate modificdrile aduse asupra unui fisier de la inceputul credrii acestuia (cu
ajutorul optiunii History). Aplicatiile oferd si servicii de chat, astfel incat utilizatorii sa poata
comunica.

Pentru ca munca in echipa, respectiv intr-un mediu colaborativ sa fie eficienta, se
recomanda a se tine cont de urmatoarele reguli:

Alegeti un coordonator al echipei!

Distrbuiti sarcini in mod egal!

Vedeti diferenta dintre membrii echipei ca un avantaj!

Exprimati-va liber in cadrul grupului, dar constructiv!

Respectati si apreciati opiniile celorlalti membri ai echipei!

Formulati mesaje scurte si clare!
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Cooperati si veti descoperi idei noi!
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GENERALIZARI ALE UNOR FORMULE TRIGONOMETRICE

Ana Maria COSMESCU
Scoala Gimnaziala nr 190, Bucuresti, profesor de matematica, ana.cosmescu@yahoo.com

Rezumat: Scopul acestei lucrari este de a gasi o generalizare a formulei de calcul a sinusului sumei a doud numere
reale, precum si a formulei de transformare a produsului de doud sinusuri in sumd.
Cuvinte cheie: sinus, formule, sume.

Formule pentru sinusul sumei a n numere reale

Notatii :
Sumele €, = ¥ sin Xy SIN X .. SIN Xy COSX; COSX; ..COSX; k = 0,n se fac dupa
perechile de multimi ordonate {i,,i,,...,i, Jeul<=i, <i,<--<i,<n

{jlr}ljr "'r.-il:lz—k }Ch', 1 E.-FJ_ {jf <= .-ill:lz—k £ n
Teorema 1
Exista egalitatea

sin(x, +x, + -+ x,)=

n—1
ZL;D][—]_)" (T sin x; Sinx; ..sinx;,_ _ cosx; cosx; .. cosx}-n_:k_._)
, unde k ia valorile 2k respectiv 2k+1.
Demonstratie:
(cosx, + i sinx,)(cosx, + i sinx,) - ...- (cosx, + i sinx,) =

cos(x; +x, +-+x,) +isin(x, +x,+ -+ x,)
Prin dezvoltarea membrului stang si identificare, rezultd formula din enuntul teoremei 1.

Consecinte:

1)  Pentru n=3 se obtine
cos(x, + x, + x3) = sinx,cosx,cosx, + cosx sinx,cosx, +
COSX,COSX,5INX, — SINX,SiNX,5iNx,

2) Pentrux, =x, =--=x, =x, obtinem formula cunoscuta

n—1 ”_EI.S'I'REI + CF?CGS”_E 5

sin nx = Clcos™ xsinx — C3cos xsinx — .

1. Formule pentru transformarea produsului a n sinusuri in sume

Teorema 2
Exista egalitatile:
a)

2m-—1 _. : ' — vm-1 mtk _ _
2 SINX, SINX, ... SiNX oy = Laea (—1)™ (X cos[xi__ +x +otx, —x;

.'X'}-: - _x}.:m—k)) +E CG.S‘[:.’XE-__ + xi: +o-t xim - x.i"'_ - x}': - _x}'m)
,dacan =2m, m € M¥; Q)
b)
2%™ sinx, Sinx, .. Sinx,, ., = b o(—1)™ % T sin [x:-__ tox, et x, —x -
x-?": - x-?":m +'_—F{)
,dacin =2m+ 1,m € N". (2)
Demonstratie:
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Fie numerele complexe z, = cosx, + isinx, k = 1,n
Zisinx, =z, — I,
Prin inmultirea relatiilor, obtinem:

i"2"sinx,sinx, ..sinx, = (z; — 7, (z, — %) ... (2, — Z,) =
n

Z(—lj?!_k (Z R I R "'an-:.r)

k=0

Dacd n = 2m, m € M* , grupand convenabil se obtine:

_aymam_: . .
(—1)™2™sinx,sinx, ... sinx,,,
m-—1

= Z (Z[(—l]:’”_kzi;ziz wZpZ Zy w2y (_1)kz}.;z}.= ez EE ...zik))

k=0
H-1)"z; z;_..z; Z, 2,z (3)

72592 """ “im
Deoarece 2m-k si k au aceeasi paritate si observand ca
ZE-__ZE- e Z; 2.'_;| Z}" }n_k _Z}-__Z}-:...Z}-n_kzz__zzz...sz:
= Eism[xi__ tx o tx, —x —x e — x}-n_k), relatia(3) devine:
(—1)™2Msinx, sinx, .. sinx,, =
m-—1
=2 Z (—1)* Z cos[xi_ +x +tx, —x; —x; — —x}-m_k)) +
m — — —_— T —
+2(— 1) T cos(x; +x; et x —x —x; x}-m).

Aceasta relatie 1nmu1‘g1ta cu(—1)™ §1 simplificatd cu 2, da exact formula (1).

Consecinte

1) Pentru n=3 avem
4sinx sinx,sinx, = sin(x, + x, + x3) + sin(x;, —x, — x5) +
+ sin(x, —x; —xy) +sin(x; —x; — x,).

2) Pentrux, = x, =-- =x,_ = x, obtinem
2 Msin®™ x = 27— 1]”"+kCﬂm+lc052(m —k)x +Ch;
2imgintmtly = 2 F3m (—1)™*Rck L cos(2m — 2k + 1)x.
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STRATEGII DE PROMOVARE A COMPETENTELOR MATEMATICE
PENTRU ELEVII DE CLASA A V-A

Marinel Costel COSTEA

Scoala Gimnaziala nr. 1, Rabagani, costelc11@yahoo.com

Rezumat: Dezvoltarea competentelor matematice este o prioritate in contextul educational actual, iar studiul
diferitelor metode de predare a devenit un subdomeniu de mare importantd in cercetarea in domeniul educatiei. Cele
mai bune practici si modele eficiente in dezvoltarea abilitatilor matematice implica adesea dezvoltarea competentelor
si conectarea conceptelor matematice la situatii din viata reald, precum si acoperirea diferitelor aspecte ale relatiei
dintre predare, psihologie si matematica..

Cuvinte cheie: competente matematice, strategii de promovare

Dezvoltarea competentelor matematice la elevi reprezintd o prioritate in contextul
educational actual, in care matematica este predatd din ce in ce mai des pentru a ajuta elevii sa
dobandeasca cunostinte si gandire critica in numeroase discipline. Astfel, in societatea cunoasterii,
cunostintele matematice sunt necesare si dezvoltate transversal la toate nivelurile de Tnvatimant.
Subliniem importanta dezvoltdrii competentelor matematice la elevii de clasa a V-a in sistemul
educational romanesc. in prima parte, analizim situatia competentelor matematice ale elevilor de
clasa a V-a din Romania. De asemenea, incercam sad identificim cateva strategii eficiente si
recomandari care ar trebui sa duca la cresterea performantelor la matematica ale elevilor, precum si
implicatiile rezultatelor evaludrii competentelor matematice la elevii de clasa a V-a din Romania
pentru sistemul educational.

Dezvoltarea abilitatilor matematice de la o varsta fragedd este esentiald pentru copii,
deoarece detinerea de cunostinte si informatii matematice actioneaza ca un stimulent si un sprijin in
ceea ce priveste prezenta lor la scoala si finalizarea cursurilor, Tmbunatatind memoria si atentia.
Acest lucru va fi benefic pentru dezvoltarea lor si le va oferi o serie de avantaje cognitive, sprijinind
formarea conceptelor, judecata si rationamentul practic, favorizandu-le astfel permanent. Ei vor fi
capabili si inteleagd fenomenele si si prevada consecintele. In viata de zi cu zi, cunostintele de
matematicd aplicate si derivate din Inmultire, Impartire, procente, adunare si scadere ii vor stimula
pe copii sd dezvolte capacitati mai bune de rezolvare a problemelor. Din ce In ce mai mult, in
contextul dezvoltdrii societdtii informationale, cunostintele matematice vor fi fundamentale in
dezvoltarea capacitatilor si analizarea problemelor, precum si in rezolvarea problemelor complexe.
Acestea vor sta la baza studiilor bazate pe stiintd, tehnologie, viata economicd, statistica,
prelucrarea informatiilor etc. Acestea vor fi necesare in viata de zi cu zi, la locul de muncd, in
domenii precum medicina, agricultura, constructiile si aproape toate profesiile, precum si in
dezvoltarea hobby-urilor si a cercetarii in domenii precum astronomia. Un nivel de competenta
matematicd va fi necesar in diverse activitdti: pentru orientarea in spatiu, optimizarea temporala,
activitati financiare si achizitionarea unei locuinte. Ea va fi utild in citirea si interpretarea
contractelor si a documentelor juridice din magazine. Competenta matematicd este foarte
importanta pentru educatia si dezvoltarea oricarui copil. Competitia matematica poate stimula
dezvoltarea cognitiva la nivel personal.

Programa de matematicd pentru clasa a V-a are urméatoarele componente:

(1) Numere si sisteme numerice: reprezentdri in sisteme pozitionale pana la 100.000;
operatii cu numere naturale; intelegerea si rezolvarea problemelor cu numere naturale;

(2) Fractii zecimale: valoarea locului; reprezentdri si operatii cu fractii zecimale de sutimi;
rezolvarea problemelor cu numere intregi si numere naturale, In care sunt implicate distante si timp;

(3) Divizibilitatea si multiplii numerelor naturale: multipli si divizori comuni, cel mai mic
multiplu comun si cel mai mare divizor comun; rezolvarea problemelor care implicd elemente ale
relatiilor dintre numere naturale;
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(4) Numere rationale: valoarea locului; reprezentari si operatii cu fractii si numere mixte;
rezolvarea de probleme matematice cu numere naturale si intregi cu fractii zecimale, fractii ordinare
si fractii negative;

(5) rezolvarea de probleme aritmetice: rezolvarea de probleme structurate cu numere
naturale, intregi si numere rationale, in diferite reprezentdri;

(6) masuri: reprezentdri, relatii de unitate si operatii asupra masurilor. Aceste continuturi
sunt organizate in sase materii.

Primele patru (Numere si sisteme numerice, Fractii zecimale, Divizibilitate si multipli,
Numere rationale) sunt caracteristice clasei a V-a, deoarece elevii dezvolta primele operatii cu
fractii zecimale, aplicand cunostintele din aritmetica cu numere naturale. Ultimele doud subiecte
(Rezolvarea problemelor aritmetice, Masuratori) manifesta interdisciplinaritatea matematicii. Ele nu
provin exclusiv din elemente structurale si de rationament, ci mai degraba provin din necesitatea
generatoare de activitate matematica. Setul de abilitati este organizat in cinci componente
principale, care sunt prezente in aproape toate disciplinele: rationament si argumentare, comunicare,
modelare, reprezentare si conexiune cu alte cunostinte matematice. Prin urmare, s-a observat
predominanta dimensiunii metacognitive si epistemologice. Aceste abilitati de ordin superior sunt
denumite abilitati autoreglate.

Strategiile eficiente de promovare a competentelor matematice la elevii de clasa a V-a ar
trebui sd constituie o preocupare a sistemelor educationale. Numerosi cercetatori din domeniul
matematicii au dezvoltat metode, modele si abordari pedagogice pentru a spori dezvoltarea acestor
abilitati mentale. Studiul strategiilor eficiente este extrem de important intr-o societate in care exista
o serie de oportunitati de predare si poate servi drept stimulent pentru a crea oportunitati egale de
invatare ntr-o societate democratica.

Datorita diferitelor ritmuri de invatare, diferitelor stiluri de invatare si diferitelor tipuri de
dificultati sau facultati ale elevilor, profesorii trebuie sa utilizeze strategii care includ diferentierea
prin adaptarea instruirii, a mediului, a continutului si a evaludrii la nevoile, preferintele si, in
consecinta, la apartenenta lor. Principiul instruirii diferentiate se bazeaza pe ideea ca diferentele
dintre elevi sunt vazute ca o forta. Instruirea diferentiatd ar trebui sa ia In considerare talentele,
experientele si preferintele elevilor si sa implice un accent puternic pe stabilirea sarcinilor de grup si
a activitdtilor individuale, deoarece copiii invata unii de la altii si se simt importanti.

O alta strategie eficientd pentru adaptarea si satisfacerea nevoilor copiilor este utilizarea
tehnologiei moderne a informatiei. Prezenta pe scara largd a calculatoarelor in clasa este doar una
dintre configuratiile mediului virtual de Invatare, iar resursele multimedia utilizate In predarea
matematicii pot ajuta elevii sa inteleagd mai bine conceptele si, la un grad ridicat de abstractizare,
pot concretiza aceste fenomene prin interpretarea problemelor intr-un context real usor de inteles
pentru elevi, In special pentru cei cu memorie vizuala. Relatiile dintre matematica si conceptele
utile 1i vor ajuta pe acesti elevi sd dezvolte gandirea matematica si scrierea In gandirea matematica.
Pe langa rolul catalizator exceptional al experimentarii si simuldrii, acest tip de resurse poate oferi
elevilor posibilitatea de a vorbi, de a asculta, de a asculta activ, de a se exprima intr-un mod
structurat si, nu in ultimul rand, de a-si dezvolta capacitatea de a lucra in echipa.

Instruire diferentiata

Instruirea diferentiatd este considerata o strategie importantd in educatia matematica. Prin
utilizarea acestei strategii, profesorii modifica resursele, metoda de predare si modul in care sunt
evaluate eforturile elevilor in functie de nevoile si/sau preferintele individuale ale elevilor.
Instruirea diferentiata constd in adaptarea materialului invétat in trei domenii: resursele, metoda de
predare si forma de evaluare. De asemenea, sustinem cd instruirea diferentiatd sprijind profesorii in
nucleul sistemului educational romanesc care reclama incluziunea scolard. Profesorul oferd sprijin
elevilor cu dizabilitati sau conditii fizice, intelectuale si psihice, care ar putea ingreuna procesul de
invatare a matematicii, prin adaptarea la nevoile elevilor si la diferentele fiecarui copil, promovand
un mediu incluziv. Aceastd metoda de instruire poate creste, de asemenea, nivelul de incredere al
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elevilor la ora de matematica, sprijinindu-i In descoperirea bucuriei de a invdta, deoarece
cunoasterea necesitd implicare si emotii.

Instruirea diferentiatd merge dincolo de metodele traditionale de predare si abordeaza
variatiile in ceea ce priveste pregatirea, interesul si stilurile de invétare ale elevilor, in timp ce
profesorii mentin o abordare centratd pe elev, egala pentru toti. Aceasta invatare poate varia in
termeni de spatiu, timp sau instructiuni. Cel mai important nivel la care poate avea loc diferentierea
este modul in care elevii pot stapani informatiile. Diferentierea nu se refera la oferirea unor resurse
sau instructiuni diferite pentru diferiti elevi, ci la oferirea mai multor cai de intelegere a rezolvarii
problemelor si a cunostintelor, sau la descoperirea mai multor raspunsuri. Astfel, in clasa de
matematica, diferiti elevi pot invata diferite aspecte ale unei probleme la un nivel care este "potrivit
pentru ei". In logica lectiilor de matematica pentru clasa a V-a, aleasa pentru aceasta cercetare, sunt
mentionate principalele directii ale instruirii diferentiate In predarea continuturilor matematice,
reprezentdnd obiective generale, specifice, dar si comune, respectiv flexibilitatea in dezvoltare,
continut si interactiune intre elevi.

Utilizarea tehnologiei in predare

Atunci cand se discutd despre tehnologie, se considerd adesea cd aceasta se referd la
utilizarea calculatoarelor si a internetului. Cu sigurantd, aceasta implicd potentialul calculatoarelor,
utilizarea de software educational, jocuri educationale si resurse matematice online ca instrumente
eficiente Tn matematica. Acestea ajutd la formarea capacitdtii de rezolvare a problemelor, fac
conexiuni intre matematica si alte discipline si fac ca experienta matematica generald sa fie mai
atractivad. Acest lucru nu Inseamnd cd aceste instrumente inlocuiesc sistemele educationale.
Educatia este incd, in mare parte, o activitate umana. Este vorba despre oameni care interactioneaza
cu altii pentru a Impartasi, dezvolta si dobandi cunostinte, abilitati si intelegere. Tehnologia poate fi
utilizatd pentru a crea medii de invatare mai interesante si mai personalizate, dar poate limita cat de
productive pot fi de fapt experientele de invatare.

Tehnologia joaca un rol crucial in oferirea de feedback instantaneu elevilor. Puterea acestui
feedback consta in faptul cd poate arata erori atat in procesul de rationament, cat si in raspunsurile
finale. Acest tip de feedback permite dezvoltarea rationamentului matematic. Daca acest lucru ar fi
vazut doar in testele cu variante multiple de raspuns pentru matematica competitionald, expertii
recunosc cd aceasta este doar baza rezolvarii problemelor, dar apoi, daca este tradus in instruire prin
concentrarea pe dezvoltarea rationamentului matematic, poate fi vazut intr-o lumind mai pozitiva.
Tehnologia care poate urmari doar greselile nu este foarte utila, dar daca continutul platformei este
creat cu designul in minte de a face conexiuni, aceasta poate deveni o experientd de invatare
puternica.

Aplicatii din lumea reala

Multi cercetatori si practicieni subliniaza importanta de a le arata elevilor utilitatea reald a
invatarii despre micro-lumi si activitati sociale. Elevii sunt mai implicati in invatare atunci cand
apreciaza semnificatia unui anumit subiect, In special atunci cand il pot raporta la propriile lor
preocupadri, interese si activitati. Ei au nevoie ca profesorii sd le clarifice potentialele utilizéri ale
invatarii, aratandu-le ca invatarea despre rolul unui obiect, proces sau actiune, fie ea micro sau
gigantica, poate avea aplicatii pentru ei si pentru cei dragi lor. Din pacate, trecerea de la sarcini
simple, de nivel scolar, la situatii din viata reala este blocata de lipsa micro-lumilor reale promovate
pentru educatie sau de lipsa suporturilor pentru experientele practice disponibile. Problemele
practice pot proveni, de asemenea, din inoportunitatea includerii anumitor subiecte. In ciuda acestui
fapt, constientizarea existentei diverselor organizatii si concursuri in care are loc manipularea mai
multor micro-lumi ale vietii reale poate incuraja creativitatea profesorilor in utilizarea unora dintre
ele ca tipuri sau puncte de plecare pentru a propune alte probleme elevilor.

O viziune integrata a unor situatii reale si a unor micro-lumi reale poate ajuta la rezolvarea
mai multor probleme si la Invatarea si intelegerea diferitelor teme si domenii din programele scolare
existente. Asocierea materialelor de matematica cu competentele generale poate facilita rezolvarea
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diferitelor probleme. Ca urmare a aplicarii matematicii in blocuri de probleme textuale, s-au
constatat doua tipuri de utilitate: sunt dezvoltate noi strategii si sunt identificate noi abordari pentru
intelegerea cunostintelor matematice respective. in acest sens, elevii inteleg micro-lumea, utilizeaza
conceptele aferente, gasesc idei utile pentru identificarea modelului matematic si aplicd cunostintele
matematice implicate in studiu. Elevii sunt convinsi cd matematica studiatd este utild, ceea ce 1i
motiveaza sa invete.

Invatarea colaborativi

Invitarea colaborativa este o strategie frecvent utilizata in scoli. Aceasta strategie sugereaza
implicatii pozitive In ceea ce priveste dezvoltarea de concepte si relatii matematice in cadrul unei
comunitati de elevi din aceeasi clasd. Elevii invatd mai profund decat cei din clasele traditionale in
care indivizi cunoscatori transmit informatii. Acestia se implicd In discutii si dezbateri, primesc o
gama largd de strategii si perspective, Invatd sa isi exprime si sa 1si impartaseasca rationamentul,
pun la indoiala ipotezele si isi dezvoltd abilitatile de rezolvare a problemelor. Elevii care au fost
expusi la activitati de colaborare demonstreaza niveluri crescute de concepte interconectate legate
de varsta, atdt in interiorul lor, cat si in raport cu abordarile altor copii. Elevii dezvolta strategii de
comunicare si interpersonale adecvate varstei care permit formarea gandirii matematice.

Mai multe posibilitati ar putea fi luate in considerare de catre profesori, care ar putea oferi o
perspectiva asupra utilizarii grupurilor mici in clasele de matematica de clasa a V-a: facilitarea
proiectelor de grup intr-o clasd de matematica este, in general, considerata una dintre cele mai bune
modalitati de a realiza o varietate de procese de Invatare, inclusiv munca in echipa si practicile de
colaborare si, in acelasi timp, de a stimula competentele matematice. O aplicatie comuna in clasa
este cea mai potrivitd pentru programele de invatdmant care pun accentul pe invatarea activa, in
care elevii sunt centrul de responsabilitate pentru invatare. Tutoratul intre colegi este o abordare
didactica in care elevii ii ajutd pe altii in procesul lor de invitare. In matematica, activititile de
tutorat Intre colegi pot fi utilizate pentru a se concentra pe orice subiect matematic. Acestea
utilizeaza colegii ca o resursa pentru accelerarea invatarii In matematicd generald. Interactiunile
sociale dintre tutore si tutelat pot spori sau diminua capacitatea acestora de a-si concentra atentia si
efortul asupra lectiei programate. Cercetarile privind eficienta Incorporarii tutoratului intre colegi in
clasd au aratat ca elevii pot dezvolta un sentiment imbunatatit de stima de sine si performante
academice mai bune. De asemenea, acestia isi dezvoltd abilitatile interpersonale, invatd sa lucreze in
colaborare, dau dovada de leadership si invatd intr-o atmosfera prietenoasa in care sunt promovate
relatiile pozitive intre colegi. O abordare colaborativa a invatarii intr-o clasd de matematica poate
ajuta elevii sa 1si imbunatdteasca abilitatile de comunicare, sociale, de invatare proactivd si
intrapersonale. De fapt, aceasta incurajeaza elevii sa fie independenti si increzatori in invatare,
imbratisand in acelasi timp cooperarea in invatarea impreund, sporind responsabilitatea sociald si
devenind factori de decizie eficienti. Lucrarile privind imbunatatirea abilitatilor sociale si de
comunicare sunt facilitatori recognoscibili, subminand constrangerile, si sunt benefice pentru
imbundtdtirea nivelului de cunostinte si integrarea proceselor de invatare colaborativa.

Se pot face mai multe recomandari pentru un sistem educational axat pe matematicd, cu
scopul de a imbundtdti situatia elevilor de clasa a V-a. Aceste recomandari se referd la diferite
domenii de dezvoltare, vizand elevii, profesorii, scolile, pdrintii, comunitatea, autoritatile
educationale si factorii de decizie politica. Acestia ar trebui sd defineasca si sd pund in aplicare
programe scolare care sd integreze programe si activitati curriculare moderne, valide si eficiente,
adaptate la particularitatile elevilor de clasa a V-a, bazate pe utilizarea unor strategii si metode
pedagogice eficiente. Continutul matematic implementat trebuie sd promoveze semnificatii
autentice, centrate pe competentele si abilitdtile elevilor, stimuldnd imaginatia, creativitatea,
flexibilitatea si entuziasmul pentru invatarea matematicii. Asigurarea dezvoltarii profesionale a
tuturor cadrelor didactice implicate in desfasurarea lectiilor de matematica este vitald ca abordare
strategica pentru a ajunge la elevii care temporar nu reusesc sd obtind o educatie optima.
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Acestea ar trebui sd integreze in educatia initiald a cadrelor didactice, in timpul formarii
preuniversitare, dar si in dezvoltarea profesionald a cadrelor didactice, In cadrul serviciilor sau ca
forme de invatare individuald, actualizarea fundamentala a cunostintelor legate de continutul
matematic, precum s$i inserarea si promovarea aplicatiilor practice din diferite domenii de
cunoastere Tn experienta acestora. Este strict necesara crearea conditiilor pentru egalitatea de sanse
si asigurarea accesului tuturor actorilor educationali la resurse specifice, cum ar fi programe scolare
eficiente, manuale scolare, resurse educationale avansate si materiale scolare la fel de eficiente.
Invatamantul modern este o cunoastere moderni. Revolutia informatiei si a comunicarii se bazeaza
in esentd pe revolutia informatiei, care se bazeaza pe o explozie de cunostinte. Procesul de predare-
invatare, prin intermediul instrumentelor TIC, va introduce o etapd noud, deschisd, creativa,
interactiva, atractiva, motivanta si vitald. Parintii isi Incurajeaza copiii sd invete, le ofera conditii si
resurse, financiare si emotionale, si sprijind activitatile scolare. Ei sunt implicati activ in educatia
copiilor lor. Comunitatea locald se implica in evenimentele locale si in activitatile si initiativele
scolare. Parintii se implicd in sprijinirea copiilor lor in activitatile acestora, in special in invatarea
matematicii.
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Rezumat: Studiul inelelor de polinoame are o importanta deosebita in matematicd, iar modul de predare al acestora
influenteaza inelegerea notiunilor si aplicarea lor de catre elevi.
Cuvinte cheie: polinoame

Deoarece elevii, deja in clasele mai mici sunt familiarizati cu notiunea de monoame, conform
programei actuale de matematica primele notiuni legate de monoame sunt introduse in clasa a VII-a,
in capitolul Numere reale, Calcule cu numere reale reprezentate prin litere, predarea Inelelor de
polinoame nu prezinta greutati deosebite la clasa a XII-a, iar elevii isi largesc orizontul matematic prin
abordarea acestei teme prin prisma structurilor algebrice, dobandesc la timp cunostintele necesare
altor discipline (fizica, chimie, informatica, etc). Polinoamele constituie o etapd fundamentald in
formarea capacitatilor de abstractizarea a elevilor. Calculul cu polinoame sta la baza celor mai
multe tehnici matematice.

Predarea Inelelor de polinoame vizeaza urmatoarele obiective de referinta, realizarea lor
reprezentand una din cerintele obligatorii.

1. Recunoasterea si diferentierea multimilor de numere, a polinoamelor, a matricelor si a
structurilor algebrice;

2. Identificarea unei structuri algebrice prin verificarea proprietatilor acesteia,

3. Compararea proprietatilor algebrice sau aritmetice ale operatiilor definite pe diverse
multimi, in scopul identificarii unor algoritmi;

4. Exprimarea proprietatilor mulfimilor inzestrate cu operatii prin identificarea organizarii
structurale a acestora;

5. Utilizarea similaritatii operatiilor definite pe multimi diferite in deducerea unor proprietati
algebrice;

6. Utilizarea calculelor algebrice in probleme practice uzuale;

7.Recunoasterea polinoamelor;

8. Aplicarea unor algoritmi in calculul polinomial sau in rezolvarea ecuatiilor algebrice;

9. Determinarea unor polinoame sau ecuatii algebrice care indeplinesc conditii date;

10. Aplicarea prin analogie, in calcule cu polinoame, a metodelor de lucru din aritmetica
numerelor;

O unitate de invatare reprezintd o structura didactica si flexibilda, care are urmatoarele
caracterisici:

o Determina formarea la elevi a unui comportament specific, generat prin integrarea
unor obiective de referinta;

o Este unitara din punct de vedere tematic;

J Se desfagoard in mod sistematic §i continuu pe o perioadad de timp;

o Se finalizeaza prin evaluare.

Proiectarea unei unitati de invatare se face intr-un tabel ce contine urmatoarele rubrici:

Conginuturi unde apar inclusiv detalieri de continut necesare in explicitarea anumitor
parcursuri, respectiv in cuplarea lor la baza proprie de cunoastere a elevilor;

Obiective de referinta — se trec numerele obiectivelor de referinta din programa scolara,

Activitari de invarare — se trec activitati care pot fi cele din programa scolara, sau altele, pe
care profesorul le considera adecvate pentru atingerea obiectivelor propuse;

Resurse — se trec specificari de timp, mijloace didactice, metode didactice;
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Evaluare — se mentioneaza instrumentele sau modalitatile de evaluare aplicate in clasa.

Fiecare unitate de Invatare se incheie cu evaluare sumativa.

Aparitia noilor programe, centrate pe achizitiile elevilor, impune anumite schimbari in
didactica fiecarei discipline. Diversificarea metodelor de invatare, a modurilor si formelor de
organizare a lectiei, a situatiilor de Invatare, constituie cheia schimbarilor pe care le preconizeaza
noul curriculum. Asigurarea unor situatii de invatare multiple creeaza premise pentru ca elevii sa
poata valorifica propriile abilitati in Tnvatare.

Metodele de invatare sunt scheme de actiune identificate de teoriile invatarii; ele sunt
aplicate continuturilor disciplinei studiate si reprezintd actiuni interiorizate de elev.Sensul
schimbarilor 1n didactica actuald este orientat spre formarea de competente, adica a acelor
ansambluri structurate de cunostinte §i deprinderi dobdndite prin invdtare, care permit
identificarea si rezolvarea unor probleme specifice, in contexte diverse.

Invitarea nu mai poate avea ca unic scop memorarea si reproducerea de cunostinte: in
societatea contemporand, o invatare eficientd presupune explicarea si sustinerea unor puncte de
vedere proprii, precum si realizarea unui schimb de idei cu ceilalti. Pasivitatea elevilor in clasa,
consecintd a modului de predare prin prelegere, nu produce invatare decat in foarte mica masura.
De fapt, prelegerea presupune ca toti elevii pot asimila aceleasi informatii, in acelasi ritm, ceea ce
este departe de realitate. Pentru elevi, este insuficient daca, in timpul unei ore, ascultd explicatiile
profesorului si vad o demonstratie sau un experiment. Este mult mai eficient daca elevii participa in
mod activ la procesul de invatare: discutia, argumentarea, investigatia, experimentul, devin metode
indispensabile pentru invatarea eficienta si de durata.

Asadar, invatarea devine eficienta doar atunci cand il punem pe elev sa actioneze!
Trecerea la o metodologie mai activa, centrata pe elev, implica elevul in procesul de nvatare si il
invata aptitudinile Tnvatarii, precum si aptitudinile fundamentale ale muncii aldturi de altii si ale
rezolvarii de probleme. Metodele centrate pe elev implica individul in evaluarea eficacitatii
procesului lor de invatare si in stabilirea obiectivelor pentru dezvoltarea viitoare.

In cele ce urmeazi, exemplificim cateva dintre posibilele situatii de invitare activi care se
pot organiza in orele de matematica in cadrul capitolului Inele de polinoame, exemplificarea
detaliata fiind facuta in proiectarea activitatilor de invatare de la sféarsitul capitolului.

1. Brainstorming

Metoda Brainstorming inseamna formularea a cat mai multor idei — oricat de fanteziste ar
putea parea acestea - ca raspuns la o situatie enuntatd, dupa principiul cantitatea genereaza
calitatea. Conform acestui principiu, pentru a ajunge la idei viabile si inedite este necesard o
productivitate creativa cat mai mare.

Vom exemplifica aceastd metoda in rezolvarea unui exercifiu, Tn cadrul unei lectii de
recapitulare si sistematizare din cadrul capitolului Inele de polinoame. Radéicini complexe ale
polinoamelor — aplicatii. :

Avantajele utilizarii metodei brainstorming sunt multiple. Dintre acestea enumeram:

e obtinerea rapida si usoara a ideilor noi si a solutiilor rezolvitoare;
e costurile reduse necesare folosirii metodei;
e aplicabilitatea larga, aproape in toate domeniile;
e stimuleazd participarea activa si creaza posibilitatea contagiunii ideilor;
e dezvolta creativitatea, spontaneitatea, Increderea in sine prin procesul evaludrii amanate;
e dezvolta abilitatea de a lucra in echipa;
Dezavantajele brainstorming-ului:
¢ nu suplineste cercetarea de durata, clasica;
¢ depinde de calitatile moderatorului de a anima si dirija discutia pe fagasul dorit;
e ofera doar solutii posibile nu si realizarea efectiva;
e uneori poate fi prea obositor sau solicitant pentru unii participanti;
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Etape

Exemplu

1. Alegerea sarcinii de lucru

2. Solicitarea exprimarii intr-un mod
cat mai rapid a tuturor ideilor legate de
rezolvarea problemei

3. Inregistrarea tuturor ideilor in scris
(pe tabld). Anuntarea unei pauze
pentru asezarea ideilor (de la 15
minute pana la o zi).

4 Reluarea ideilor emise pe rand si
gruparea lor pe categorii, simboluri,
cuvinte cheie, etc.

5.Analiza critica, evaluarea,
argumentarea, contraargumentarea
ideilor emise anterior. Selectarea

ideilor originale sau a celor mai
apropiate de solutii fezabile pentru
problema supusa atentiei.

6.Afisarea ideilor rezultate in forme
cat mai variate §i originale: cuvinte,
propozitii, colaje, imagini, desene,
rezolvari, etc.

Se trec in revista obiectivul de referinta si cele operationale ale
lectiei, care sunt scrise din timp pe un poster. Se propune o
problema (din manual sau din culegerea de probleme).

Si se determine parametrii reali m, n astfel incat ecuatia x*-x3-
mx%-x+n=0 si aibd ridicinid dubld x=1 si si se rezolve ecuatia
data.

Cereti elevilor sa propuna strategii de rezolvare a problemei. Pot
aparea, de exemplu, sugestii legate de divizibilitate, schema lui
Horner, metoda identificarii, metoda reducerilor succesive,
relatiile lui Viete. Lasafi elevii sa propuna orice metoda le trece
prin minte!

Notati toate propunerile elevilor. La sfarsitul orei, punefi elevii
sd transcrie toate aceste idei si cerefi-le ca, pe timpul pauzei, sa
mai reflecteze asupra lor.

Pentru problema analizatd, cuvintele-cheie ar putea fi: radacina
dubla, divizibilitate, teorema restului.

Puneti intrebari de tipul:

Am putea rezolva problema in mai multe moduri? Ce inseamnd
radacina dubla?

Cand doud polinoame se divid? In cate moduri putem ardta ca
doua polinoame sunt divizibile? Este util sa studiem un caz
particular al problemei? Care sunt relatiile intre raddcini si
coeficienti? Ce anume trebuie sa demonstram?

Ca urmare a discutiilor avute cu elevii, trebuie sa rezulte
strategia de rezolvare a problemei. Aceasta poate fi sintetizatd
sub forma unor indicatii de rezolvare, de tipul:

1) Daci x=1 este rddicina dubli a polinomului f=X*-X3-mX2-X+n,
atunci acesta se divide prin (X-1)? si deci restul impartirii celor
doud polinoame este polinomul nul.

2) in schema lui Horner cerem ca x=1 sa fie radacina dubla, deci
—m+n-1=0 si -m=0.

3) Daca x=1 este radacina dubla a ecuatiei atunci trebuie sa avem
egalitatea: x*-x3-mx2-x+n=

(X®-2x+1)(x?+ox+p). Folosim metoda identificdrii coeficientilor.
4) Dacd P=X%-2 X +1, Q= X *- X 3-m X 2- X +n, atunci cel mai
mare divizor comun dintre P si Q trebuie si fie P. (metoda
reducerilor succesive)

5) Din enunt X1=X>=1. Avand o relatie intre radacini vom asocia
acesteia relatiile lui Viéte.

2. Stiu-vreau sa stiu —am invatat este 0 metoda care trece in revista ceea ce elevii stiu
despre tema si apoi se formuleaza intrebari la care se asteapta gasirea raspunsului in lectie;
intrebarile pot aparea in urma dezacordului privind unele detalii sau pot fi produse de curiozitatea
elevilor.

1. Cu grupuri mici sau cu intreaga clasa se trece in revista ceea ce elevii stiu deja despre o
anumita tema si se formuleaza intrebari la care se asteapta gasirea raspunsului in lectie.

2. Se cere elevilor sa formeze perechi si sa faca o lista cu tot ce stiu despre tema ce urmeaza
a fi discutati in cadrul orei. Intre timp li se da si un tabel cadru cu trei coloane:
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Stiu
(ce credem ca stim?)

Vreau sa stiu
(ce vrem sa stim?)

Am invatat
(ce am invatat?)

3. Li se cere catorva perechi sa spuna celorlati ce au scris pe listele lor, iar in tabelul de pe
tabla se vor nota lucrurile cu care toti sunt de acord.

4. Dupa completarea primei coloane a tabelului li se va cere elevilor sa formuleze intrebari
despre lucrurile cu care nu sunt siguri. Aceste intrebari pot aparea in urma dezacordului privind
unele detalii sau pot fi produsul curiozitatii elevilor. Ele vor fi trecute in coloana din mijloc.

5. In continuare 1i se va cere elevilor si rezolve un exercitiu pe tema lectiei.

6. Dupa rezolvarea exercitiului, se va reveni la intrebarile pe care le-au formulat inainte de a
rezolva exercitiul si pe care le-au trecut in coloana “Vreau sa stiu”. Se va verifica la care intrebari s-
au gasit rispunsuri si se vor trece aceste raspunsuri in coloana “Am invatat”. In continuare elevii
vor verifica ce alte informatii au gasit in rezolvarea exercitiului si care nu au legaturd cu nici una
din intrebarile puse la inceput si le vor trece si pe acestea in coloana “Am invatat”™.

7. In final se vor trece in revistd cu elevii intrebarile care au ramas fard raspuns si se va

discuta posibilitatea gasirii unor surse care sa furnizeze raspunsuri la aceste intrebari.
Aplicarea metodei in cadrul lectiei: Formarea ecuatiei de grad n
Obiectivul lectiei: - formarea ecuatiei de grad n cand se cunosc radacinile.
Se di ecuatia: x°~ 3x*+ 2x+ 1 = 0, cu ridacinile: X1, X2, X3. Scrieti ecuatia in y, ale carei
radacini sunt: y1= X1+ 2; Y2= Xo+ 2; 3= X3+ 2.

Stiu Vreau sa stiu Am invitat
(ce credem ca stim?) (ce vrem sa stim?) (ce am invatat?)
- definitia polinoamelor cu | Cum formam ecuatia de grad | (se  rezolva  exercitiul
coeficienti complecsi II, cind cunoastem radacinile | propus, in urma caruia

- operarea cu polinoame

- relatiile lui Viete

- calculul sumelor
Sh=x1"+x2"+x3" pentru
n=1,2,3,4

- descompunerea lui f in factori
primi: Daca X1, X, ..., Xa suntn
radacini ale lui f in R, atunci
fX)=a, (X —=x,) (X =x,)...

(X=x,)

X1, X2?

Cum formam ecuatia de grad
III, cand cunoastem radacinile
X1, X2, X37?

Care este forma ecuatiei in y?
Ce rol au relatiile lui Viete in
formarea ecuatiei?

Care este forma generala a
ecuatiei care are radacinile xi,
X2, X3,...Xn?

Se poate forma ecuatia in y
fara a folosi relatiile lui Viete?

elevii vor verifica la care
intrebari au gasit raspunsul
si ce alte informatii au
gasit)

- formarea ecuatiei de grad
N cand se cunosc

radacinile.

Avantajele acestei metode:
Se clarifica ceea ce se stie, ceea ce nu se stie si ceea ce mai ramane de invatat
Este o modalitate de invatare interactiva
Mobilizeaza intregul colectiv de elevi

Interdisciplinaritatea

Dezavantaje:

Este o modalitate pragmatica de abordare a lectiei

e Nu se preteaza la absolut toate lectiile
Modalitatea introducerii in lectie a metodei este urmatoarea: primele doua coloane
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folosesc ca warm-up, a treia coloana se foloseste pentru fixarea cunostintelor. Punctele neacoperite
din coloana a doua se folosesc ca repere pentru fixarea obiectivelor lectiilor urmatoare, sau pot
constitui tema de casa.
Metoda are un impact bun asupra elevilor deoarece:

e i constientizeaza asupra desfasurarii lectiei

e  Sporeste responsabilitatea

e  Stimuleaza dorinta de cunoastere

e  Duce la dezvoltarea unui stil de munca riguros, stiingific posibil de aplicat si in alte

domenii.

3. Cubul - metodia moderni de invatare prin cooperare - este 0 modalitate de lucru care
poate fi aplicatd individual, in perechi sau in grupuri pentru o abordare a unei situatii problematice,
prin solicitarea gandirii elevului;

- profesorul le cere elevilor sa scrie despre un anumit concept sau tema prin parcurgerea
fetelor cubului. Este preferabil sa se respecte ordinea prezentatd pentru ca aceasta ii conduce pe
elevi in mod treptat spre o gandire complexa.

Etapele acestei metode corespund celor 6 fete ale unui cub:

Descrie! — explica/defineste o notiune un concept

Compara! — stabileste asemanari si deosebiri

Asociaza! — la ce te face sa te gandesti?

Aplica! — ce aplicabilitate practica poate avea?

Analizeaza! — analizeaza conceptual din diferite puncte de vedere
Argumenteaza pro sau contra! — este bine/rau, util/nefolositor?

Fiecare instructiune/cerinta de pe fateta cubului presupune sarcini de lucru.

In echipele constituite pentru atingerea unui obiectiv, care nu au un caracter permanent,
membrii au roluri diferite in functie de inclinatiile lor personale si de nevoile echipei.

Profilul unui membru al echipei, rolul care i se potriveste cel mai bine, poate fi stabilit pe
baza urmatoarelor caracteristici:

e relationarea cu ceilalti membri;
e modul in care participa la luarea deciziilor;
. caile prin care obtine informatiile si utilizarea lor;
e  metoda preferata in organizarea activitatii
Descrierea metodei asupra lectiei: Operatii cu polinoame (vezi proiect didactic nr 3)
Lectie de fixare §i consolidare a cunostintelor.
Se arata elevilor un cub din carton (care trebuie imaginat un polinom) avand fetele colorate
diferit, fiind inscriptionate cu urmatoarele verbe active:
Fata 1: Albastru - verbul descrie
Fata 2: Rosu - verbul compara
Fata 3: Verde - verbul asociaza
Fata 4: Negru - verbul analizeaza
Fata 5: Roz - verbul aplica
Fata 6: Portocaliu - verbul argumenteaza

Elevii sunt Tmpartiti in 6 grupe eterogene, nu neaparat egale numeric.

Fiecare grupa primeste o coald coloratd in nuantele precizate mai sus. Echipele aleg un lider
de grup care va arunca zarul pentru a vedea fata pe care este scris verbul definitoriu pentru acea
grupa (descrie, compara, asociaza, analizeaza, aplicd si argumenteaza).

Se anuntd tema de discutat si timpul de lucru alocat fiecarei grupe. Se anunta obiectivele
lectiei de fixare si consolidare. Se impart fisele cu sarcinile de lucru in grup (vezi anexele 1- 6
proiect didactic nr 3). Timp de 20-25 de minute elevii lucreaza in echipa la sarcina de lucru primita.
Profesorul supravegheaza activitatea elevilor si da indicatii acolo unde este nevoie. Solutioneaza
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eventual si situatiile in care nu toti elevii se implica n cadrul activitatii de grup sau atunci cand un
elev monopolizeaza toate activitatile.

Desfasurarea activitatii elevilor:

Elevii care primesc fisa cu verbul descrie vor avea de definit polinomul, dat exemple de
polinoame in forma algebrica cu coeficienti in Q[X], R[X], Z3[X], de definit gradul unui polinom,
sa descrie operatiile cu polinoame, valoarea unui polinom.

Elevii care primesc fisa cu verbul compara vor stabili aseméanari si deosebiri intre notiunile
studiate: intre polinomul f, functia polinomiald, ecuatia asociatd; analogii si comparatii intre
grad(ftg), grad(fg), intre valoarea unui polinom intr-un punct de forma a =a+ Jb sia=a— Jb
sau a =a+bi si a =a-bi (generalizare).

Elevii care vor avea fisa cu verbul asociaza, vor asocia fiecarei notiuni formulele de calcul
sau proprietatea ce i se asociaza (exemplu: pentru determinarea restului impartirii unui polinom fla
g folosim:...), apoi vor da céate un exemplu pentru fiecare.

Pentru grupa care va avea de analizat, sarcina de lucru va cere ca elevii sa analizeze diferite
proprietati ale polinoamelor, sa discute in functie de parametrul m gradul polinomului, sa
determine parametrii a,b,c in functie de conditiile impuse, sa analizeze in cdte moduri se poate
rezolva problema propusa.

Elevii care vor primi fisa cu verbul aplicd vor avea de rezolvat diferite aplicatii cu
polinoame.

Elevii ce vor primi fisa cu verbul argumenteaza vor avea de analizat si justificat in scris
exercitii “capcana”. (exemplu: de ce nu se poate aplica teorema impartirii cu rest in Zg[X] pentru
orice polinoame, argumenteaza afirmayia polinomul f este divizibil pring=X-a <f(@) =0 < a
este radacina a polinomului ) Li se poate cere sa realizeze si scurte demonstratii sau sa descopere
greseala dintr-o redactare a unei rezolvari.

Evaluare:
Dupa expirarea timpului de lucru (20-25 min) se va aplica metoda ,,turul galeriei”.
Materialele realizate, posterele, vor fi expuse in clasd in 6 locuri vizibile. Elevii din fiecare
grup isi vor prezenta mai intai sarcina de lucru si modul de realizare a ei, apoi, la semnalul dat de
profesor, vor trece, pe rand pe la fiecare poster al colegilor de la alta grupa si vor acorda acestora o
nota. Dupa ce fiecare grup a vizitat ,,galeria” si a notat corespunzator productiile colegilor, se vor
discuta notele primite si obiectivitatea acestora, se vor face aprecieri si se vor corecta eventualele
erori.
In finalul orei se va da fiecirei echipe un material informativ ca premiu.
Se realizeaza si un moment de reflectie asupra metodelor noi folosite si asupra modului de
implicare a fiecarui elev in echipa sa.
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APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE iN TEORIA SIRURILOR

Vicu Matei DRAGOS

Colegiul National “Octav Onicescu”, sector 4, Bucuresti, profesor de matematica, mateid1971@gmail.com

Rezumat: Problema prezentata este o inegalitate. Ea utilizeaza in demonstratie inegalitatea lui Cebisev pentru
integralele definite, dupd care se demonstreaza ca avem sirurile sume Riemann a caror limite sunt integrale definite.
Mai intai s-au verificat conditiile inegalitatii Iui Cebisev. S-a demonstrat ca fiecare sir este o sumd Riemann
convergentd.

Este o problema complexa ce inglobeaza analiza matematica de clasa a XI-a (monotonie) §i clasa a XlI-a (sirurile
Riemann ca aplicatii ale integralelor definite).

Cuvinte cheie: integrala definita, siruri

Problema:

. . . . 1 i K ) n =
Fie sirurile (an) si (bn) cu a,, = o p=pe ““n sib, = Z -

=1 B0 2 Wn® +1°

k|

vZe4 —1

Dacal, =lima, sil,= lim b

n—+og n—*oo

n»>Sasearateca: L, L, =

ra

Rezolvare:

1 m'ct‘gE
— 1%
a, = n L=1% n.

Fie functia f: [0,1] = R, f(x) = e®"™ct9%,
Functia f este continud pe intervalul [0,1] ca functie elementara = functia f este integrabila pe
intervalul [0,1].

. 1 2 k-1 k n
Fie an—{xu—ﬂ:‘:xl—;ﬂx:—;ﬂ <Xy = - :::xk—;f: ﬁx?z—;—lj,
. e .. . 1
diviziunea echidistanta a intervalului [0,1]; x,, — x,_;, = =, k = 1,n.
.
1. .. .1
llall = max(x,—x,_,) = =; lim |[a]|= lim —= 0.
n n—oo nn—+oo B
. . k-1 k — k —
Vom alege punctele intermediare £, [—,—],k =1,n.Alegemé, = - Lk =1,n
n n
. _ 1y m‘crgi R m'crgi _wn mcrgi _
Atunci a,, = Lk=1€ "= L=y € n=Xrnoy (xp—x_y)e "

= 2=y (g — xk—ijf{:{j) =Xi= U —xf () = Ta, [f[srk]) (suma Riemann).
Avemci L, = lim a, = [J f(x)dx = [} e % dx.

n
n

n? n?
n n® + k2)vn® + k2 Bl — - ,, 7
K=l ( ) K=1p3 (l + (%) )Hlln- + (%}

1 1

S (14 () )+ ()

Fie functia g: [0,1] = R, g(x) =

1
(1+x®W1+2™

Functia g este continud pe intervalul [0,1] ca functie elementara = functia g este integrabila pe
intervalul [0,1].
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Fie A, —{xD—D <t =o<xm =< <x, =io<p=s<oe<x,=0= 1),
diviziunea echidistanta a intervalului [0,1]; x, — x,_, = i, k=1,n.

1 1 k
b, = Xi=1 ~ == Zk=1 (0 —xp1)g (;)

”I:Hf }} 1+f }

VVom alege punctele intermediare ¢.e [%E]k =1,n.Alegem ¢, = E,k =1n.

Atunci b, == (x, — x,_1)g(E,) = 0, (9(£,)) (sumid Riemann).

o s _ 1
sil,= ;-zll-r.]:u b, = -ru- g(x)dx = "rﬁ (142142

Functiile f,g:[0,1] = R, f(x) = 9%, g(x) =

Tisa7)is= sunt continue si derivabile pe

arctg x "
intervalul [0,1]; f (x) = = 9 (x) = % ,x €[0,1].
(x24+1)z

Avemci: f (x) =0, x €[0,1] = f este strict crescitoare pe [0,1];
g (x) < 0, x € [0,1] = g este strict descrescatoare pe [0,1].

Inegalitatea lui Cebasev:

Fie f,g: [a,b] = R, doua fumctii continue si monotone.

Daca:

f, g au aceeasi monotonie, atunci:

(J;bf(x)dx) -(J;bg(x)dx) < (b—a) Lb(f . g) (x)dx

f, g au monotonii diferite, atunci:

(J;bf(ﬂdx) -(J;bg(x)dx) =(b—a) Lb(f - g) (x)dx

Deci, cum f si g au monotonii diferite pe [0,1], avem din inegalitatea lui Cebasev ca:

) 1 ) L arctg x
(J‘D emc!‘g.rdx).(url}f" 5 )}(l_ﬂ]fg mdx
(4102
) 1 gATEEg X
Calculam I = ..rg. =2Vt
. . arctgaxy _ aﬂrc[‘gr
Stim ca (e )' = |J_+.r":'
1 eﬁ?‘ﬂf’gl’ l
I = ——dx = f (eareta%)" - ——dx =
o A+x) Viter Vit
J.j_ —1 2x
— p@retg X ':‘ — | parctgx. —————dx =
Vit<zlo J, (1+x%) 271+ %2
E% 1 garctgx ¥
=—=-1+ N e
V2 o (1+2x7) V1+47
m
es x 1 ! —1 1+ x2 x
=2 _ 14 earctax ':‘ —j R (\-'Il—i_x:_—)dx -
7 Negrad 0 ) (1+x2) (Vi+x?)
m o
o o7 1 garctgx xZ41—x2
=—=-1+—=-0-— "(( '—"))dxz
V2 V2 o (1+2%) L Vi+a?
Zei 1 parctg x
=— —1-— o '—"dx -
V2 o (L+x?)V1+x?
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=+2es —1—1.

rh-l-'-i

»'?94;—1 VZea —1
—=L,-L, =

2 =\2es—1=1=

-

k3
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TETRAEDRE ORTOCENTRICE

Luminita DUMITRESCU

Colegiul National “Octav Onicescu”, sector 4, Bucuresti, profesor de matematica, luminita.dumitrescu@ismb.ro

Rezumat: Spre deosebire de triunghi, in care cele trei inaltimi sunt intotdeauna concurente, inaltimile unui tetraedru
nu sunt intotdeauna concurente. Un tetraedru ale carui Indlfimi sunt concurente, poarta numele de tetraedru
ortocentric, iar punctul lor de concurentd se numegste ortocentrul acestui tip de tetraedru. In acest articol voi pune in
evidenta prin cdteva probleme, proprietatile tetraedrelor ortocentrice.

Cuvinte cheie: tetraedru ortocentric, perpendicularitate

Definitie:

Perpendicularele duse din varfurile unui tetraedru pe fetele opuse, poartd numele de inal{imi ale
tetraedrului.

Tetraedrul la care toate cele patru indl{imi trec prin acelasi punct se numeste tetraedru ortocentric.
Punctul de intersectie al inadltimilor se numeste ortocentrul tetraedrului.

Problema 1:

Tetraedrul ABCD este ortocentric daca si numai daca bimedianele sale sunt congruente.
Demonstratie:

Fie M, N, P, Q, R, S mijloacele segmentelor AB, BC, CD, DA, DB, DC. Atunci bimedianele sunt:
MP, NQ, RS.

“=” Dacid ABCD este ortocentric, atunci AB>+CD?*=BC?+AD?*=DB?+AC?. Dar:
4MP? = BC?+AD?+DB2+AC2-AB?-CD?= AB?+CD?

ANQ? = AB?+CD?+DB?+AC?-BC?-AD?= AB?+CD?

4RS? = AB?+CD?+BC2+AD?-DB2-AC?= AB2+CD?

Rezulta: MP=NQ=RS.

“e=" Daca MP=NQ=RS, avem:

din MP=NQ = BC2+AD?+DB?+AC?-AB?-CD?= AB?+CD?+DB?+AC?-BC?-AD’=

2BC?*+2AD?*= 2AB?+2CD*=BC?+AD?*= AB*+CD? 1)
din NQ=RS = AB?+CD’+BC?+AD?-DB*-AC?*= AB*+CD?*+BC?+AD*-DB*-AC*=
2DB?+2AC?= 2BC*+2AD*=DB?*+AC?= BC*+AD? )

Din (1) si (2) = AB2+CD?= BC?+AD?= DB?+AC?= ABCD tetraedru ortocentric.

Problema 2:
Fie tetraedrul ABCD astfel incat DA=DB=DC=a si « BDC=60°, « CDA=120° si « BDC=90°.

(i) sa se afle volumul tetraedrului;,

(ii) sa se afle inaltimile tetraedrului si sa se evidentieze acestea;
Demonstratie:
(i) In A BDC, BC=a; in A ADC, AC=ay/3 ; in A ADB, AB=av'2 . Aplicand reciproca Teoremei lui
Pitagora in A ABC= <« ABC=90"= S5 = 2

Y

Fie D'€AC astfel incdt DA= DC= DD'L AC, DD ==, D’B=ﬂ:'E . Aplicand reciproca Teoremei
lui Pitagora in A DD’B=> « DD B=90°.

DD 1L DB, DD 'L AC= DD 1 (ABC), deci am gisit iniltimea din D.

Vascp= gSABC'DD = Vagcp= g . ﬂ_:—\f: . g:%
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D

(i) Fie AA'L (DBC), cu A'e(DBC)
BB 'L (ADC), cu B'e(ADC)
CC'L (ADB), cu C'£(ADB).

1 > 1 a3 > 1 n:vﬁ ﬁa\‘-— avz avE

VaBcp= ESDBC' Ad = Vapcp= 3 -AA = 1 -AA = . = Ad= % = A4 =
J
2 2 BT = =

1 ’ 1l e > " v d s @y a »aya
VABCD:ESADB' CC:)VABCDZE'?'CC:) ?'CC:—P = (0 =—— = CC =—

1 5 1 ﬁ!:'\."i 5 ﬁ!a\,'? 5 ﬁ!a\,'? s avz s ave
VaBcD= ESADC' BB = VaBcD= 3 2 BE = o BE ==, — BB=Z=BB=.

s s W

Problema 3:

La orice tetraedru ortocentric, suma unghiurilor formate de muchii cu fete, plus suma unghiurilor
corespunzatoare diedrelor este egala cu 12 unghiuri drepte.

Demonstratie:

C

Construiesc AEL BC, E € BC, ABCD tetraedru ortocentric = BCL AD.
Rezulta BCL (AED) = BCL DE.

praec)AD =AE = 4 (AD, (ABC)) = <« (AD. AE) = « DAE

preco)AD =DE = « (AD, (BCD)) = « (AD. DE) = <« ADE

AE L BC} _ _
oF 1 ey = <((ABC),(DBC)) = 4(AE, DE) = SAED.

Observam ca cele trei unghiuri obtinute: < DAE, « ADE, « AED sunt unghiurile triunghiului ADE,
deci « DAE + « ADE + « AED = 180°.

Fiecare muchie a tetraedrului face unghiuri cu fetele in care ea nu este inclusa, deci doud unghiuri;
in total 12 unghiuri. Corpul are patru plane, doui cate doud secante, deci €5 = 6 unghiuri diedre.
Unghiurile ale caror masuri le adunam sunt 12+6=18; in demonstratia de mai sus am observant ca
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fiecare 2+1 se incadreazi ca unghiuri ale unui triunghi. Deci suma ceruti este 6 -/80°= 6 -2 - 90° =
12 -90° (g.e.d.).

Problema 4:

Intr-un tetraedru ortocentric, produsul muchiilor opuse este invers proportional cu distantele dintre
dreptele opuse.

Demonstratie:

Fie ABCD tetraedru ortocentric. Notez x=d(AB, CD), y=d(BC, AD), z=d(BD, AC).

Din formula volumului tetraedrului: 6 -V'=AB - CD - d(AB, CD), rezulta ca:

6 V=AB-CD-x=BC-A4D -y=BD - AC -z, ceea ce exprima faptul ca

{AB - CD; BC - 4D, BD - AC} si {X;y; z} sunt invers proportionale.

Problema 5:

Sa se arate cd la orice tetraedru ortocentric perpendicularele comune ale muchiilor opuse trec prin
ortocentrul tetraedrului.

Demonstratie:

&

[

Fie ABCD tetraedru ortocentric
DD 1L DB, DD 'L AC=> DD L (ABC), deci am gisit iniltimea din D.
Vascp= ?SABC'DD’:) VaBscb= g 2 ;: . g_%
(ii) Fie AA'L (DBC), cu A'e(DBC)

BB L (ADC), cu B (ADC)

CC'L (ADB), cu C €(ADB).
AA'n DD '={H}, (ADH) n BC ={E}. Evident BC 1 (ADE) = BCL EF, unde EH n AD ={F}.
In triunghiul ADE, AA"si DD’ sunt inaltimi, deci EFL AD, H € EF, H - ortocentrul A ADE. Deci
avem EF1 BC,E € BC; EFL AD, F € AD si H € EF, H - ortocentrul tetraedrului.
ABCD este tetraedru ortocentric, prin urmare, repetand rationamentul ca si perpendicularele comune
ale perechilor de muchii opuse (AB, DC) si (AC, DB) trec prin H, am raspuns cerintei problemei.

Problema 6:

Intr-un tetraedru ortocentric ABCD, ortocentrul H divide iniltimile si perpendicularele comune ale
muchiilor opuse in segmente orientate al caror produs este constant. (Jacobi - 1834)

Demonstratie:

Stim ca ortocentrul unui triunghi determind pe fiecare inaltime segmente al cdror produs este
constant, avem: HA - HA' = HD - HD = HE - HF. In A ADE avem ca iniltimi doua dintre inaltimile
tetraedrului si perpendiculara comunid a dreptelor AD si BC. Analog, pentru DD, CC’ si
perpendiculara comuni a dreptelor BA si DC si respectiv, DD, BB’ si perpendiculara comuni a
dreptelor AC si DB. Deci in fiecare din cele trei triunghiuri considerate a aparut segmentul DD si
cum HD - HD' este acelasi, rezulti ci H imparte cele sapte segmente considerate in segmente al

caror produs este constant.
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Problema 7:

Dacia H este ortocentrul tetraedrului ABCD, atunci D este ortocentrul tetraedrului ABCH.
Demonstratie:

H - ortocentrul tetraedrului ABCD — HA 1 (DBC); HB 1 (DAC); HC 1 (DBA); HD 1 (ABC).
HC L (DBA) = HC 1 AD
HE L (ADC) = HB 1 AD
HC L (DBA) = HC 1 BD
HA 1 (DBC) = HA 1 DB
Analog se aratd ca DC 1 (HARB).

Am obtinut: DH 1 (ABC); DA 1 (HBC), DB 1 (HCA), DC 1 (HAB). Rezultdi ci D este
ortocentrul tetraedrului ABCH.

}=> AD 1 (HBC)

}=> DB 1 (HCA)

Observatii:

1. Analog se arata cd A este ortocentrul tetraedrului BCDH, B este ortocentrul tetraedrului
ACDH si C este ortocentrul tetraedrului ABDH.

2. Aceastd problema este generalizarea in spatiu a problemei de geometrie plana: “daca H este
ortocentrul triunghiului ABC, atunci A este ortocentrul triunghiului BCH, ...”

3. Deosebirea dintre problema in plan si problema in spatiu este ca, daca cea din plan are loc
pentru orice triunghi, cea din spatiu are loc numai pentru tetraedrul ortocentric, pentru ca
numai la acesta inaltimile sunt concurente, deci avem ortocentru.
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PRODUS A N-NUMERE COMPLEXE FOLOSIND NOTIUNEA DE
DETERMINANT

Denisa Anamaria FARC !, Georgia Irina OROS 2

! Studenta anul II Matematica, Facultatea de Informaticd si Stiinte, Universitatea din Oradea, farcdenisa@gmail.com
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Rezumat: In aceastd lucrare vom pune in evidentd un alt mod de a scrie produsul a n numere complexe, anume cu
ajutorul formei trigonometrice a unui numdr complex, folosind definitia determinantului de ordin doi si trei.
Cuvinte cheie: numere complexe, determinant

INTRODUCERE
Multimea numerelor complexe a aparut din necesitatea extinderii notiunii de numadr, avand
ca punct de pornire multimea numerelor reale, cu scopul ca orice ecuatie de gradul al doilea sa aiba
solutii.
Prezentam pe scurt fiecare multime de numere reale:
Multimea numerelor naturale M = {0,1,2, ..., n, ... } cu proprietatea de a fi ordonatd fata de relatia
,»m<n” . Pe aceastd multime M se pot defini doua operatii: adunare si inmultire (legi interne).
at+b=¢c VabE Ml =c EHN
ab=c¢ Vabe N =>c N
Daca insa rezolvam ecuatia a +x = b, CU a,b € WM, atunci x = b — a € M numai daca b = a.
Daca b —a & M, remarcam cd operatia opusa adundrii, scadderea nu conduce intotdeauna la un
numar natural. Obtinem astfel o noud multime, notata N' = {0, —1,—2, ..., —n, ... }, pe care 0 numim
multimea numerelor naturale negative.
Reuniunea multimilor naturale si naturale negative, obtinem multimea numerelor intregi, notata cu
Z=MNUN ={.,-n,..,—2,—1,01,2,..,n,..}. Si multimea numerelor intregi este total ordonata
fatd de "m < n" si are proprietatea de a fi o multime inchisd fata de operatiile: adunare, scadere si
inmultire.
Fie acum ecuatia: a-x=b, ab €L, a+0s1x= E, a # 0. Aceastd solutie ramane in Z numai
daca b este un multiplu al lui a.

b 9 . : i . .
Raportul —,a#0, a,b € I se numeste numar rational. Reuniunea multimii numerelor intregi cu
. b g : . 9
multimea numerelor de forma—,a # 0, a, b € T formeaza multimea numerelor rationale, notata @.

Q= {E |a,b EZ, a# D} si au loc incluziunile M — Z < @. Multimea numerelor rationale este o

multime total ordonata fata de relatia "m < n" si are in plus proprietatea de a fi ,,densd”. Aceasta
proprietate ne spune ci intre doud numere rationale existi un alt numdr rational. intre multimea
numerelor rationale si punctele unei axe se poate stabili o corespondentd biunivoca. Fiecarui numar
rational 1i corespunde un punct pe axa si reciproc. Numarul rational a se va numi abcisa punctului
M.

Daci ne propunem si rezolvim o ecuatie de forma x* — 2 = 0,atunci x = V2. Inci din antichitate
s-a ardtat cd V2 nu este un numar rational, adica nu existd doud numere intregi p,q, prime intre ele,
astfel incat 2 = E, p=0 g=0saup<0,q <0.

Numerele wﬂ, T, e,..sunt numite numere irationale.

Reuniunea numerelor rationale si irationale formeazd multimea numerelor reale, notata R. Pentru
multimea numerelor irationale vom folosi E4@. Vom defini numarul irational:

Definitia 1: Un numar real care nu este rational se numeste numadr irational.

156



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Definitia 2: Un numar real x este un numadr irational daca si numai daca reprezentarea sa zecimala
este infinitd si neperiodica. (aceasta definitie ne da posibilitatea de a recunoste numerele irationale).
In practica, numerele irationale se inlocuiesc cu numere rationale V21,41, 3,14,

Dacd in multimea numerelor reale ne propunem si rezolvdm ecuatia x + 1 = 0, remarcdm cd nu
are solutii in R. Intr-adevir, nu existd nici un numdr real x pozitiv sau negativ astfel incat si avem
x%+ 1 =0 sau x> = —1, deoarece patratul unui numar real nu poate fi negativ. Prin conventie,

i=+/—1sau i? = —1, i fiind definit de Euler ca unitate imaginard. Dacd avem de rezolvat o
ecuatie de forma x* + 4 = 0, atunci obtinem folosind notatia lui Euler, x = 2i, x = —2i, numere

pur imaginare. Dacd avem de rezolvat ecuatia x*+ x+ 1 =0, obtinem numerele de forma

1 LV 1 ED
x=—cFi, x=—c—i

Vom nota cu C= {z =x+iy|xy €ER i=v—1sau i’=-1 }, multimea numerelor
complexe.Pentru y =0, C={z=x|xE R} =R, adicaR c C.

Preliminarii

Formaz=a+ib, abeR, i = m’Tl, i* = —1 se numeste forma algebricd a numarului
complex. Puterile lui i sunt: i®=1, it=i i*=—-1,i*=—i, i*= In general
im=1, (=g Pt =g I =  adicai® ={-1,1,—i,i} Vn € M.

Stim ca Intre multimea numerelor complexe si multimea punctelor din plan, exista o corespondenta
biunivoca: fiecarui numar complex ii corespunde in plan un punct si numai unul si fiecarui punct
din plan ii corespunde un numar complex si numai unul. Punctul M se numeste imaginea
geometricd a numarului complex z iar numarul complex se numeste afixul lui M.

Spre deosebire de multimea numerelor reale, multimea numerelor complexe T nu este o multime
total ordonatd fatd de relatia "m < n"; din acest motiv, nu se considera inegalitate Intre numerele

complexe. De exemplu, dacd am presupune ci i € T este pozitiv, i = 0, atunci i =i-i = —1, ceea
ce inseamnd ca -1>0, absurd, iar daca i<0, atunci —i =0 si (—i)(—i)=1i*= —1,nu poate fi
pozitiv.

Fie M imaginea geometrici a numirului complex z=a+ib, a,bER, i =+—1; din
corespondenta biunivoca dintre numerele complexe si punctele planului, rezultd ca fiecarui numar
complex z ii corespunde un vector legat OM, care are expresia analitici OM = al + bj, iar (a, b)
devin coordonatele vectorului @M. Pentru fiecare numir complex se definesc notiunile:

Definitie 1: Prin modulul unui numar complex z = a +ib, vom intelege lungimea segmentului
|oM| = Va®>+ b = 0.

Din aceasta definitie rezultd ca modulul numarului complex este un numar real pozitiv.

Observatie: Daca z =0, |z| =0, si daca z = oo, atunci |z|=co, unde simbolul oo se refera la +oo,
infinitul real pozitiv.

Definitia 2: Unghiul format de sensul pozitiv al axei Ox cu pozitia finala a razei vectoare OM se
numeste argumentul numarului complex z # 0.

Daca 8 € [0, 2rr], atunci 8 = argz si se numeste argumentul principal al numarului complex.

Observatie: Raza vectoare determinad o infinitate de unghiuri cu sensul pozitiv al axei Ox, notat cu
Arg z={argz + 2km, k € T}, care se numeste multimea tuturor argumentelor numarului complex.
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Determinarea modulului si argumentului se face din AQAM,cu 4 = 90°,
tgf = E, 8 e {arctg% + Im}, keZ, z+0.

Pentru cadranul I, k=0. Pentru cadranele II si III, k = 1. lar pentru cadranul IV, k = 2.

Folosind notiunile de modul si argument principal, avem forma trigonometricd a numarului
complex: z= |z|(cosf +i sinf).

Observatie: Folosind forma trigonometrica a numdrului complex si proprietdtile functiilor
tigonometrice pentru sin si cos, avem:

2,2y wr 2y = |2y )0 |Z5l - v |2, | - [coS(8, + 8, + -+ 8,) +isin(8, +6,+~+8,)]
Daca z;, = z, = -+ = z, = z, obtinem forma lui Moivre:

z" = |z|"*(cos 8 +i sinf)" = |z|"(cosnb + isin nbh)

Daciz =1, argi == {" = 1(cos=+ isinT)" = cosn=+ isinn=.

Un alt mod de determinare a puterilor naturale ale lui i.
Reamintim ca notiunea de determinant de ordinul doi este o consecintd a rezolvarii unui sistem
compactibil determinat de doua ecuatii si doua necunoscute:
{“11351 +appx, =b
) Xy + Agp Xy = by

by @y @y by

Iutiile x, = biag,—a-by by on oy = pabp—byag, 2z by

Cu solutule x4 gy g — g gy |rz._._ G,a) 51 L2 P |ﬁ'_'_ Gyn
Gz Pzn @21 Paz

Reamintim principiul inductiei matematice. Propozitia P(n) este adevdratd pentru orice numar
natural n, dacd sunt verificate urmatoarele conditii:
1. Propozitia P(n) adevarata pentru n=0 sau n=1
2. Din presupunerea ca P(n) este adevaratd pentru n=k, ke M, rezulta ca este adevaratd pentru
n=k+1.

Produsul a n numere complexe sub forma de determinant:

Fiez, = a, + ib, , z, = a, + ib, sub forma algebrica.

Calculam z,z, = (a; +ib,)(a, +ib,) = aya, — byb, + i{a;b, + a,b;).

Tinand cont de definitia determinantului de ordinul doi, vom putea sa scriem produsul cu ajutorul
determinantului de ordin doi:

, b b, —a.
2,2, = (ay +iby)(a, +iby)= gf ﬂ: +i bf c:l
Folosind expresia z,z, vom calcula:
Z,2,25 = [ il 21 +i ii M ] (ay +iby) =
a, b, b, —a. , b, —a. a, b,
pd s ] e gl ] i Y e RO

Tinand cont de egalitatile:
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. Ly 0
. b b, —a. 1 1
“3 Ej n:. —bs bfl. c:jl =1 b2 @ byl
- - - B —a, b, ag
b. —a, 0
b, -—a. ., b . L
a, bl aﬂl + b, il ﬂl = | b, a, by| obtinem:
2 2 2 2 —a, b, a,
a, b, 0 by, —a, 0
(ay +iby)(a, +ib,)(as +iby)=| b2 @y byf+i| by @y b3l (2
—a, b, a; —a, b, a;

Analizand rezultatul (2) putem afirma ca determinantii din (2) se obtin completind determinantii
0

din (1) cu ultima linie si ultima coloand ... . by,
—a, b, a

Daca inmultim relatiile (2) cu a, + ib,, vom avea:

(ay + iby)(ay +ib,)(az +ibs)(ay +iby)=

=a,| b, a; bg|-b,| b, a, by| +i{a,| b, a, by|+b,| by a, ba|}

Calculand partea reald din acest produs, scriem:
b, a, b b, a, b

Cly — b,

0 ] 0 b‘4 iy
Deoarece dezvoltind determinantul dupa elementele liniei a patra, obtinem rezultatul din membrul

stang.
In mod identic avem:
by —a, 0 a, b, 0 by ay l? 0
—a, b, a, —a, b, ag 9 b, : 3

Si vom obtine::

ay B! O 0| |by —& 0 0

. . . o | Bs @, by —ag| .| b, ab by —a
(a, +ib))(a, +ib,)(a; +iby)(ay + 11}4)_— e b_; : ﬂﬂg baﬂ +i e b_g ﬂﬂa baa
0 o0 b a 0 0 by a,

Teorema: Notam cu (a, + ib,)( a, +ib,)...(a, +ib,)=4, +iE,, unde 4, si B, sunt determinantii
de ordinul n; atunci, produsul (a, + ib,)( a, +ib,)...(a,, +ib,)( a,., +ib,.,)=4,., +iB, .4,
unde 4,481 B, sunt determinantii de ordinul (n + 1), care se deduc marginind determinantii 4,
si B, cu
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O 0 0 bu+1 Gpeq
dacé 11 este mpar, $1 Cu:

o O :

n+l
0 0 0 —a b Qs
daca n este par.

Demonstratia se face in general cu metoda inductiei complete, verificand cazurile n=2 si n=3.

BIBLIOGRAFIE
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TEOREMA DE MEDIE

loana FIRTEAN

Colegiul Tehnic ,, Traian Vuia” Oradea, profesor de matematica, ioanaflorinna@gmail.com

Rezumat: Studiul functiilor a ocupat si ocupa un rol central in analiza matematica. Un rezultat important il reprezinta
formula de medie enuntata in Teorema 1. Prezenta lucrare cuprinde definirea notiunii de valoare medie a functiei
continue pe un interval, enunful teoremei de medie, precum si solutiile unor exercitii extrase din materialele de
specialitate mentionate in bibliografie.

Cuvinte cheie: valoarea medie, functie continud, teorema de medie, aria, interpretarea geometricd

Definitia 1:
Valoarea medie a functiei continue f:[a,b] = R pe intervalul [a, b] este numarul real

f):bflajf(x)dx

Teorema 1 (Teorema de medie):
Daca f:[a,b] — Reste o functie continud, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat:

jf =(b—a)f(&).

Interpretare geometrica: Daca f este o functie continud si pozitivd pe [a, b], atunci existd
cel putin un punct § € [a, b] astfel incat subgraficul lui f sa aibd aceeasi arie cu dreptunghiul de
baza (b - a) si indltime f(&). (Figura 1, zona hasuratd)

YA

AGL S

Ol a gbx

Figura 1. Interpretarea geometrica
O varianta a teoremei de medie este urmatoarea:
Teorema 2: Daca f, g: [a, b] = R sunt doua functii continue §i, pentru orice  x € [a,b],
g(x) = 0, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat:

'Tf(x)g( dx = f ( Ig

In exercitiile urmatoare vom calcula valoarea medle pentru functiile date si vom determina
punctul & corespunzator valorilor respective:
1) F:[0,3] =R, flx)=x*-2x
b S 2 |3
=—jf x)dx=—— [Z(x* - 2x)dx = 3 (£ - 2-%)

a

ﬁ=§(9 9) =0

Ecuatia (&) = 0, adicd &% — 2& = 0 are solutiile &, = 0, &, = 2.
2) fi[510] =R, f(x)=+vx—1

g 10

2(x—1)z
3

Avem fsm Vx—ldx = f:” (x—1)zdx =

5
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53 15

1 8 3z 3o
M(f)=——[f(X)dx=pr T =1

-

o
38 3
flé&) = _:}wf 1=E=?f—l+—
3) f:[0 ,1]—>]FR, flx)=2—x*
. : gy gl ;
Se calculeaza fle(xj dx=ful(2—x3jdx = (Ex—%)‘ﬂ = 2—§=§
1 7 :
M(f)zﬁ f(X)dX:ﬁgzg
Asadarf(nf]=§§i2—§:=§=}f:=§cusoluﬁaf=:—?e[ﬂ,l],
4) f:[0,7] =R, f(x)=sinx

Functia f(x) = sinx este continua pe intervalul [0,7], deci conform teoremei de medie,
exista & £ [0,] astfel Incat:

f(f)zifsinxdx=—co7jx| =_c02n+cc;jozi
0 0

sin & = 2 = q*:arcsing
T T

BIBLIOGRAFIE
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ELEMENTE DE TEORIA JOCURILOR

Ana-Maria GAVRILA

Scoala Gimnaziala Nr. 99, Bucuresti, profesor de matematica, gvr.anamaria@gmail.com

Rezumat: In decursul timpului jocurile au generat studii matematice aprofundate, care au condus la dezvoltarea si la
fundamentarea unor ramuri deosebit de importante pentru activitatea practica din diverse domenii. Cu toate ca situatii
de conflict au existat inca din antichitate, nimeni nu le-a acordat atentie, considerdnd ca studierea lor cu ajutorul

5

calculului matematic ar insemna “sa tragi cu tunul intr-o muscd”. Datoritd profunzimii anumitor probleme de
persipacitate si de inteligentd, o serie de matematicieni celebri si-au testat abilitdtile in rezolvarea unor asemenea
probleme. Primele situatii conflictuale avand ca obiect jocurile de noroc au fost analizate cu ajutorul matematicii abia
in secolul al XVII-lea si au fost facute de matematicieni celebri ca Blaise Pascal, Pierre de Fermat, Galileo Galilei si
Nicolas Bernoulli. Ele nu au condus insa la fundamentarea teoriei jocurilor, ci a calculului probabilitatilor. Cresterea
volumului de schimbari comerciale a facut ca doud secole mai tarziu sa fie considerate drept situatii conflictuale si

lucrarile Wi Wilhedo Parido si L.Walrad, exponenti de seamd ai unor studii matematice in domeniul economic, nu au
fundamentat teoria jocurilor, ci o altd stiintd, denumita econometria. De abia in 1944, un matematician, John von
Neumann, si un economist, Oskar Morgenstern, au ajuns la concluzia ca o bund parte din conflictele intdlnite in
domeniul economic se aseamdnd cu cele care apar in jocurile de noroc. /n momentul in care au ficut aceastd
observatie, ei au pus bazele matematice ale teoriei jocurilor, elaborand celebra lucrare intitulata “Teoria jocurilor si
comportarea economica .

Cuvinte cheie: teoria jocului

Jocuri matriceale

Definitia 1.2.1. Un joc cu doi jucatori cu suma nuld se numeste joc matriceal.

Acesta categorie de jocuri are calitatea de a exprima foarte clar notiunea de solutie a jocului care
intereseaza de fapt in contextul luarii deciziei optime.

Definitia 1.2.2. Pentru a reprezenta un joc matriceal se intocmeste o matrice numita
matricea cdstigurilor sau de plati a jocului.

Fie fi:AxB — R, f2: Ax B— R.Notam cu f1i(ai, bj) functia de cdstig a jucatorului A in cazul
cand acesta foloseste modul de actiune a: , iar jucatorul B foloseste modul de actiune

bj, f2(ai, bj, ... ) fiind functia de castig a jucatorului B in aceeasi situatie.

Fiind un joc cu suma nula inseamna ca are loc relatia f1(ai, by, ... ) + f2(ai, bj, ... ) =0, adica
castigul jucatorului A este pierdere pentru jucatorul B. [1]

Presupunem ca jucatorul A are m moduri de actiune, deci A = {a1, ao, ..., am}, iar jucétorul

B are n moduri de actiune, deci B = {b1, b2, ... , bn}. Notam cu cij castigul jucatorului A

cand acesta foloseste modul de actiune ai, iar jucatorul B are modul de actiune bj, atunci

fi(ai, bj, ... )=cij .

Putem Intocmi matricea de plati a unui joc Intr-un tabel dat in forma de mai jos: [2]

Un joc matriceal se poate scrie in forma I' = (4, B, C), unde prin C a fost notatd matricea de plati I
= (4, B, f), f fiind functia de castig.
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Tabelul nr.1.1 Matricea de plati

A b1 by... bj bn
ai 11 c12..- Cl] Cin
az c21 c22... C2] C2n
ai Ci1 Ci2... Cl] Cin
am le sz.. . ij vee Cmn

Jucator maximizat. Jucator minimizat.

In continuare, la analiza unui joc vom considera ci jucitorul A va urmiri intotdeauna obtinerea unui
castig cat mai mare si-l vom numi jucdtor maximizat, iar jucatorul B va urmadri obtinerea unei
pierderi minime, numindu-1 jucator minimizat.
Notam cu ai, 1 <i<m, castigul minim al jucatorului A cand alege modul de actiune ai Sicu fj, 1 <
Jj <n, pierderea maxima a jucatorului B cand alege modul de actiune b;. Notam cu [ si /] multimea
indicilor modurilor de actiune, adica I ={1,2,...,m} si J =
{1,2, ..., n}. Putem scrie deci : a: =min ¢, iel. Cum jucatorul A cautd maximizarea je/
castigului sau, va alege maximul dintre valorile ai. Aceasta valoare 0 vom nota vi si 0 numim
valoare inferioard a jocului (valoare maxmin), fiind castigul minim sigur al jucatorului A. Are loc
reletia :

V1 =max a: = maxmin ci i€l jeJ (1.3.1)

Pentru jucitorul B am notat cu fj,1 <j < n, pierderea sa maxima care este egald cu :

Bi = maxci; , jeJ. Jucatorul B doreste minimizarea pierderii sale si va alege minimul iel

dintre valorile ;. Aceasta valoare o notam cu v> si 0 numim valoarea superioara a jocului ( valoarea
minmax), fiind pierderea maxima sigura a jucatorului B, aceasta fiind :
v2 =min f; =minmax cij, i€l, jeJ (1.3.2)
Altfel scrise, valorile v si respectiv v, sunt egale cu:
v1=max min f1 (a;, bj) ; aj€eA bjeB

v2 = min max fi(ai, bj) . Vom reprezenta aceste valori in matricea de plati: [2]
bjeB ai€A, jeJ, iel.

BIBLIOGRAFIE
[1] Barron E.N. (2006), Game Theory Loyola University Chicago, Illinois
[2] Masgras V. (2003), Cercetdiri operationale, Editura Fair Partners, Bucuresti
[3] Muresan, A.S. (1997), Cercetdri operationale, vol. 1 si 2, Cluj-Napoca,

[4] Petyon Y., Shmuel Z. (2015), Handbook of Game Theory, Vol. 4 - North Holland Cap.15, Aviezri S. Fraenkel, Robert
A. Hearn, Aaron N. Siegel
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CONCURENTA SI COLINIARITATE

Livia-Marina HARABAGIU

Colegiul National “Spiru Haret” Bucuresti, sector 2, profesor dr. de matematica, harabagiu_livia@yahoo.com

Rezumat: Lucrarea de fata doreste sd fie un material care sa prezinte diverse modalitati de rezolvare a problemelor
de geometrie in care intervin notiunile de coliniaritate si concurentd. In prima parte, vom descrie metode de
demonstrare a coliniaritatii unor puncte si vom demonstra teorema lui Menelaus folosind metode alternative (prin
asemdnarea triunghiurilor, prin geometrie vectoriald, folosind omotetia). In a doua parte, vom demonstra teorema lui
Ceva, vom deduce concurenta bisectoarelor unui triunghi si vom utiliza teorema lui Ceva in aplicatii.

Cuvinte cheie: concurenta, coliniaritate

Motto: "Geometria este cea mai buna si mai simpla dintre toate logicile, cea mai potrivita sa dea
inflexibilitate judecatii si ratiunii. ”-Denis Diderot

Definitie 1
Trei sau mai multe puncte disctincte se numesc puncte coliniare daca apartin aceleasi drepte.
Definitie 2

Doua drepte care au un singur punct comun se numesc depte concurente sau secante.

Pentru a verifica coliniaritatea a trei puncte exista diverse metode de demonstrare:
1) folosind lungimea segmentelor

Daca se dau trei puncte distincte astfel incdat suma lungimilor a doua dintre segmentele determinate
este egala cu lungimea celui de-al treilea segment determinat, atunci cele trei puncte sunt coliniare.
Aplicatia 1

Se considerd punctele A,B,C astfel incat AB=4,5 cm, BC=2,3 cm si AC=6,8 cm. Aratd cd punctele
A,B,C sunt coliniare. Justifica raspunsul dat.

Solutie

Observam ca 4,5 cm+2,3 cm=6,8 cm. Avem cd AB+AC=BC. Deducem ca punctele A,B,C sunt
puncte coliniare.

Definitie 3

Unghiul ABC este alungit daca laturile Iui sunt semidrepte opuse. Masura unui unghi alungit este
egald cu 180,

2) folosind metoda unghiului alungit

Pentru a arata ca punctele distincte A,B,C sunt coliniare, in aceastd ordine, este necesar si suficient
sd aratam ca unghiul ABC este unghi alungit.

Aplicatia 2

Fie unghiurile adiacente suplimentare AOB si BOC astfel incat raportul masurilor lor sa fie egal cu
i. Fie OD semidreapata opusa bisectoarei unghiului BOC. In interiorul unghiului COD se considera
punctele M si N astfel incat <CON = €DOM = 2- €MON, iar semidreapta ON este situata In

interiorul unghiului COM. Demonstrati cd punctele B,O, M sunt coliniare.
Etapa locald, Valcea 2010- enunt partial
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Solutie

Fig. 1

Notdm masura unghiului AOB cu X. Atunci masura unghiului BOC va fi egala cu 4x.
Avem relatiile: ¥40B + <BOC =180 = x + 4x = 180 = 5x = 180 = x = 36 .
Prin urmare, masura unghiului AOB este de 36, iar masura unghiului BOC este de 144 . Fie
semidreapta OE bisectoarea unghiului BOC. Deducem ci <BOE = <COE = 72°. Unghiurile AOE
si COD sunt unghiuri opuse la varf, rezulti ci <A0E = 4COD = 108",

Notam masura unghiului MON cu y. Deducem ca <DON = «MON = <COM =y, dar
4C0D = 4DON + <MON+ 4COM =108 = 3y =108 = y =36 . Avem ca
4<BOM = <AO0B + 4A0D + 4DON + <MON = 36 +72 436 +36 = 180", In concluzie,
punctele B, O si M sunt puncte coliniare.
3) folosind axioma paralelelor (postulatul lui Euclid)
Axioma paralelelor
intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte trece o singuri paraleli la dreapta dati.
Aplicatia 3
In triunghiul ABC, considerim punctele D si E mijloacele laturilor AC si AB. Se noteazi cu M si N
simetricul lui B fatd de D si, respectiv, al lui C fata de E. Aratati ca punctele M, A, N sunt coliniare.
Solutie

N A M

Fig. 2
Punctul D este mijlocul segmentelor MB si AC=patrulaterul ABCM este paralelogram
= AM || BC, iar punctul E este mijlocul segmentelor AB si CN=patrulaterul ACBN este
paralelogram= AN | BC.
Obtinem ca AM || BC si AN || BC, iar prin punctul A, conform axiomei paralelelor, se poate duce o
singurd paraleld la dreapta BC. Rezulta ca punctele M, A, N sunt coliniare.
4) folosind vectori coliniari

Definitie 5
Doi vectori a si b din plan sunt coliniari daca si numai daci existd a € R astfel incat a=« - b,
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Astfel, punctele A,B, C sunt coliniare daca si numai daca vectoii AB si AC sunt coliniari, deci
daci existd a € R astfel incat AB = a - AC.

Aplicatia 4

Se considera un paralelogram ABCD si punctele M €(AB),N £(CM) astfel incat AM = 2MB si CN
= 3NM. Sa se demonstreze ca punctele B, N, D sunt coliniare.

Solutie

Fig. 3
Avem BN = BC + CN = BC+ - CM = BC + - (CB+ BM) = ;- (BC+BA) = - BD. Prin
urmare, vectorii BN si BD sunt coliniari. Obtinem ca punctele B,N,D sunt puncte coliniare.
5) folosind numere complexe

Definitie 6

Punctele A(z1), B(z2), C(z3) sunt colineare daci si numai daci zg:z'- € R.

Definitie 7 o

Afixul punctului M care imparte segmentul AB in raportul k( % =k) este zy; = z"_l J;k:: .In

=42,

particular, dacd M este mijlocul segmentului AB atunci afixul sau este z,; = —=

Aplicatia 5
Se considera triunghiul ABC. Pe latura BC se ia punctul D astfel incait BC=3CD. Sa se arate ca
punctele A si D sunt coliniare cu mijlocul medianei CE.
Solutie

Consideram triunghiul ABC in care varfurile sale au urmatoarele afixe A(z), B(0), C(3a),
unde a € B*. Din relatia BC=3CD deducem ca afixul punctului D este 2a, iar din faptul ca E este

mijlocul segmentului AB obtinem cé afixul punctului E este =

Notdm cu M mijlocul medianei CE. Rezulta ca afixul punctului M este 6“:5 .

En—Zs 2a-z 4(2a—x)
Avem L —f-—r= =
S TEY

% A . .
s2a—m — 3 € B In concluzie, punctele A.D si M sunt puncte

coliniare.
6) folosind teorema lui Menelaus
Pentru inceput vom demonstra teorema lui Menelaus, apoi o vom aplica in probleme.

Definitie 8
Orice dreapta d care intersecteaza dreptele AB , BC , AC care contin laturile [AB] , [BC],

respectiv [AC] ale unui triunghi ABC se numeste transversali a triunghiului ABC .

Teorema (Menelaus)
Fie ABC un triunghi si A1, B1, Ci trei puncte astfel incat A € BC, B, €CA,

C, € AB.Daca punctele A1, B1, C1 sunt coliniare atunci are loc egalitatea :
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[AB] [BC] [CA]
[ACT [BA] [CE]

Fig. 4

Demonstratie 1 (folosind asemdanarea, conform [3])

Notdam cu t transversala A1-Bi- Ci1. Fie A'= pr,A, B'= pr,B, C'= pr,C . Rezulta ca
AA 1t, BB Lt, CC'Lt.Deducemcid AA'LIBB'ICC’.
Deoarece BB'[ICC’, folosind teorema fundamentald a asemanarii obtinem ca

OACC'LUABB = AC_ ,de unde AB_BB )]
AlB BB’ AC CC’
Deoarece AA'[1BB’, folosind teorema fundamentald a asemanarii obtinem ca
AC, AA
OJAA'C, IIBB'C, = AG . 2
BCl BB’
Pentru ca AA'[1CC’, folosind teorema fundamental a asemanarii obtinem ca
CB, CC’
[JAA'B, UICC’ —. 3
& B = AB CAA ®)

Inmultind relatiile (1), (2) si (3) obtinem relatia dorita.

Demonstratie 2 (folosind geometria vectoriala, conform [5])

Punctele A1, Bi1, Ci 1mpart segmentele BC, AC si AB in rapoartele a, b, c. Avem
urmatoarele relatii: AC =C- C B, BlC b- A AiB a- /—\1C 4

AC, - AA+C-AB . si AB = AC +b- AiAl(5)
1+c 1+b
Deoarece vectorii AC,si AB sunt coliniari rezulti ci existi ke[l astfel incat

E=k~ATB;. (6). Inlocuind relatiile (4) si (5) in relatia (6) se obtine ci

Obtinem relatiile A

AA+c-AB AC+b-AA — 1 —
AArC-A =k- AC+b-A si  tinind  cont  ca AC=—-AB rezulta  cd
1+c 1+b a

(1+b—kb—kbc)-m{cmc—g——)-@:o.
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Dar vectorii AAsi AB sunt vectori necoliniari §i se obtin rezultatele 1+b=k(b+bc),

k(1+c)

respectiv c(1+b)= . (7) Elimininand k din cele doud egalititi obtinem ci abc=1 si in

consecinta teorema este demonstrate

Demonstratie 3 (folosind omotetia, conform [4])

Reamintim definitia omotetiei:
Definitie 9
Fie O €P un punct fixat si k €ER, k # 0 . Omotetia de centru O si raport k este o
transformare a planului P prin care fiecarui punct X i se asociaza punctului X' astfel incat
0X' =k -OX.
Demonstratia teoemei Menlaus
Fie t o transversala care intersecteaza dreptele AB , BC , CA care contin laturile triunghiului

ABC in punctele C1 , A1 , B: . Construim semidreptele paralele [AA,,[BB,,[CC, care
intersecteazi transversala t in punctele Az , respectiv B2 , Cz . Rezulti ci [AAZ],[BBZ] si [CCZ]

D . . k < . k
sunt segmente paralele . Consideram trei omotetii : N} care transforma pe B in C , hg care
1 1

transforma pe C in A si h(kfl care transformd pe Ain B .
ABL, BCl, AL
[AC] "[BA] U [CB]
Rezulta ca hill(Bz) = C , h'éj C) = A , héj (A2) = B2 si
[AB1_ [BB.]1 [BC]_ [cC.] [CAL [AA,]
[AC] [CC.] BA] [AA.] [CB] [BB,]

Inmultind membru cu membru aceste ultime trei egalitdfi obtinem relatia din enunt .
Existd si este adevaratd si reciproca teoremei Menelaus, pe care o reamintim mai jos:

Prin urmare ,

Teorema reciproca teoremei lui Menelaus
Fie ABC un triunghi si A1, Bi, Ci trei puncte astfel incit A € BC, B, €CA, C, € AB.Daca

AC,=a-C,B, BA,=B- A,Csi CB,=y-B,Asi afy = —1 atunci punctele Ay, By, C1 sunt coliniare.

Aplicatia 6

Dreapta Newton-Gauss

Laturile AB si CD ale unui patrulater convex ABCD se intersecteaza in F, iar laturile AD s1 BC se
intersecteaza in E. Sa se arate ca mijloacele segmentelor AC, BD, respectiv EF sunt coliniare.

Solutie
Notam cu K,L, M mijloacele diagonalelor AC,BD,EF si cu G,H,I mijoacele segmentelor BC, CE,
EB. Observam cd avem K € GH, L € GI, M € HI. Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul

BEC pentru transversala A-D-F. Tinand cont de liniile mijlocii formate obtinem ca
KG LI MH _ AB DE FC _ : . C . .
n Iz 1 ar e ms _ L Din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele K,L si M
sunt coliniare.

7) folosind transformadari geometrice(omotetia, inversiunea)
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Am definit si aplicat omotetia in demonstratia 3 a teoremei Menelaus.
Pentru a verifica concurenta dreptelor vom aplica teorema lui Ceva:

Fie ABC un triunghi si A1, Bs, C; trei puncte astfel incit A e BC, B, €CA, C, € AB cu

AC,=a-C,B, BA,=f- A,Csi CB,=y-B,A . Atunci dreptele AA1, BB1 si CCi sunt concurente daca
si numai dacd affy = —1.
Demonstratia teoremei lui Ceva

A

Fig. 5

Notam BB1n CC1={0} si AAin CC1={5}. Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiul ABA1
pentru transversala C-O-Cj. Obtinem relatia ﬁ % % =1= % = m,ll_ 0 1)

Din teorema lui Menelaus aplicata in triunghiul ACA1 pentru transversal B-S-B1 obtinem
G4 B4, BC 5S4 _ .54 _ Br 5
c,B BC B,A 54, sa  (f-1) (2)

Dreptele AA1, BB1 si CCy sunt concurente daca si numai daca O=S.

Din relatiile (1) si (2) obtinem Cvﬁrll_g} = r;_}rﬂ sau (f—1)(1+ afy)=0.

Daci f = 1 atunci 4,8 = 4,C sau BC = 0 ceea ce nu se poate.

Dacd 8 # 1 atunci afly = —1 si teorema este demonstrata.
Aplicatia 7
Intr-un triunghi, bisectoarele interioare ale triunghiului sunt concurente.
Solutie

Fie triunghiul ABC si bisectoarele interioare AA’, BB’ si CC’. Notam lungimile laturilor

triunghiului cu BC=a, AC=b si AB=c. Din teorema bisectoarei aplicata in triunghiul ABC pentru
¥ ¥ [
. . . . b
bisectoarele AA’, BB’ si CC’ obtinem relatiile B B BB g A -2 1)
cd' ca b’as’ 4B c’'Bc' BC a

I
a . .. . . BA CB A . . .«
Inmultind relatiile (1) obtinem ca e Rl el B conform teoremei Ceva rezultd ca
bisectoarele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente.
Aplicatia 8

Fie punctul M mijlocul laturii BC a unui triunghi ABC, semidreapta CD bisectoarea unghiului
ACB, D € AB 5i DE || BC , E € AC. Demonstrati ca dreptele AM, CD si BE sunt concurente.
Solutie
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Fig. 6
Fie triunghiul ABC. Notam lungimile laturilor triunghiului cu BC=a, AC=b si AB=c.
Aplicand teorema bisectoarei pentru bisectoarea CD obtinem ca

AD AC be ac AD b
— =_= 4D = ,BD = =_—=—.(1)
BED BC a+b a+b BD a
Din teorema fundamentala a asemanarii aplicaté pentru DE || BC rezultd ca AADE~AABC si
) _AD _ DE _ 4E _ B CE _a
obtinemeca —=_-=_—-=AE = CE=—=-"—=—. (2)

Deoarece M este mijocul laturu BC avem ca E =1.(3)

Inmultind relatiile (1), (2) si (3) obtinem ci % % ;‘—; = 1 si conform teoremei Ceva

rezulta ca dreptele AM, CD si BE sunt concurente.
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ASPECTE ALE PROCESULUI COMUNICARII iN ACTUL
MENTORATULUI INFORMAL AL PROFESORULUI DE MATEMATICA
DIN JUDETUL BIHOR

Monica Florina HENES

Scoala gimnaziala “Ovidiu Drimba” Lugasu de Jos, Bihor , profesor de matematica , henesmoni@yahoo.com

“Comunicarea lucreazi in folosul celor care lucreazi la ea”-John Powell

Rezumat: Desi apare in cadrul legislativ al Romdniei ( legea invatamdntului preuniversitar nr.198/4.07.2023)
mentoratul formal al profesorilor debutanti inca nu exista la noi in tara. Presupunem , totusi , cd existd o laturd
informala al acestui proces , care a luat nastere spontan , intre doud persoane care activeaza in acelasi domeniu sau in
specialitati apropiate , ca o relatie de sustinere , de sprijin a invatarii , de impdrtdasire in mod intentionat a
cunostintelor si al experientei proprii. Supozitia noastra ar fi ca acest tip de mentoring este un act de altruism , de
voluntariat , de consiliere, de indrumare si sustinere al tinerei generatii , viitoare cadre didactice.

Deoarece instrumentul de baza al acestui actiuni este comunicarea (eficienta) , banuim ca se iveste o “avalansa * de
intrebari legatd de acest mod de interactiune psihosociala dintre oameni.Ca de exemplu : Cu cine /cand / ce /cum /unde
/de ce comunicam ?; Ce abilitati de comunicare avem ?; Ce obstacole /dificultati apar in comunicare ? Cum le
depasim?; Ce finalitate va avea comunicarea ?

Cuvinte cheie: mentor, debutant, comunicare.

INTRODUCERE

In unitatea scolara in care activez , deja de 7 ani (consecutivi) sunt responsabilul Comisiei
de mentorat didactic si formare in carierda (CMDFCD). Astfel am primit sarcina de a ma ocupa cu
debutantii din institutia noastrd (indifirent dacd sunt sau nu de aceeasi specialitate cu mine,
indiferent de sectie, indiferent de vechime in munca, de varstd), sa realizez diagnoza lor de
formare continud , sd planific, organizez si sa desfasor cu ei activititi din domeniul formarii in
cariera didactica , activitdti specifice de mentorat didactic in vederea sustinerii examenului
national pentru definitivare in invatdmantul preuniversitar , sa elaborez rapoarte si planuri anuale
privind dezvoltarea profesionala continua si evolutia in cariera didactica a personalului didactic
incadrat in unitatea mea de invatdmant , sd organizez activitati pentru dezvoltare profesionalad
continud — actiuni specifice unitatii de Tnvatamant, lectii demonstrative, schimburi de experienta etc
si orice alte atributii decurgand din legislatia in vigoare si din regulamentul de organizare si
functionare a unitdtii noastre scolare.De aici a aparut curiozitatea mea fata de acest proces complex
precum si necesitatea Tnvatarii etapelor in care se deruleaza acesta (pregatirea, negocierea, cresterea
si finalitatea ) , progresand incet din faza in faza , bazandu-ne pe etapele anterioare.

Debutantul este persoana care se afla la debutul activitatii sale profesionale, un angajat nou,
un tanar caruia visul de a deveni cadru didactic a devenit realitate. Discipolului i se recomanda sa
studieze care sunt standardele de competenta profesionala ale cadrelor didactice, sa se familiarizeze
cu documentele necesare desfasurdrii activitatii lor si sa isi Tnsuseasca anumite atitudini si aptitudini
pentru a deveni un profesor cat mai bun posibil.

Un cadru didactic trebuie sa se imbunatdteasca continuu, atat pe plan profesional cat si
pedagogic, pentru a se autodepasi, precum si pentru a nu pierde niciodatd preocuparea de a deveni
un factor esential in dezvoltarea elevilor. In acest sens devine axiomatica existenta unui mentor care
va fi o calauza prin labirintul profesiei, care transmite idei, experiente, sugestii intr-un subtil proces
de initiere spre o posibila desavarsire profesionald. Mentorul reprezintd un dascél adevarat care
formeaza generatii de discipoli care sa isi aminteasca peste ani ,cu drag de cel care i-a format si le-a
deschis drumul cétre reusita in viata profesionald si in toate celelalte aspect ale vietii.

Dintre aptitudinile unui mentor amintim:

-cadru didactic cu un nivel Tnalt de maturitate profesionala si expertizd didactica ;
-capacitatea de a programa, de a analiza si de a evalua;
-disponibilitate de a Tmpartasi ceea ce stie, inclinare spre voluntariat,altruism ;
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-capacitati empatice,de indrumare si grija pentru cei pe care ii formeaza;

-respect pentru abilitatile celorlalti;

-dorinta de a-si oferi sprijinul ori de cate ori este nevoie;

-demn de incredere ;

-deschidere, flexibilitate, creativitate,rabdare ;

-incredere in sine si abilitate de a provoca acest sentiment si celor pe care 1i formeaza;
-atitudine pozitiva in orice imprejurare pentru depasirea problemelor si a dificultagilor ;
-comportament etic in raporturile cu cei pe care 1i Invatd;

-interes fata de cresterea/imbunatatirea calitatii educatiei;

-interes fata de procesul formarii viitorilor profesori;

- competente de comunicare.

Dialogul intre mentor si debutant, fie el polemic, tensionat sau calm si conciliant, inseamna
a aseza In armonie cunoasterea si experienta, impetuozitatea inceputului si tentatia totalitatii, cu
selectia lucida, cu adecvarea la context, cu adaptarea la obiectivele demersului educational. Este un
dialog necesar, care va fi dublat de studiu, de recomandari, de asistente la ore, de constituirea unor
portofolii prin care ceea ce pare nestructurat, excesiv, abstract devine clar si structurat, adevarata
paradigma pentru o invatare activa, relevanta, contextualizata.

Mentoratul informal cel mai des intalnit este cel de la nivelul unei unitati scolare sau cel de
la nivelul unei catedre sau arii curriculare.Ca urmare, comunicarea dintre mentor si discipol ar
trebui sa fie laterala ,adica mesajul sa fie trimis de le egal la egal, pentru ca de fapt cei doi apartin
aceluiasi nivel ierarhic, chiar dacd unul din ei este mai experimentat in domeniu. Metodele
;mijloacele, problemele, fenomenele sunt impartasite mai facil. Mentoringul are ca si scop
integrarea nou-venitilor, valorificarea potentialului lor precum si mentinerea satisfactiei lor la locul
de munca. Astfel se diminueaza si procesul de pardsire timpurie al sistemului educational de catre
debutanti.Informatiile si ideile sunt transmise Tn mod natural, mentorul informal neavand autoritate
asupra discipolului .Stagiarul e doar ghidat, are libertate de actiune. Nu exista , inca in acest stadiu,
nici fenomenul de competitivitate intre membrii mentoratului care lucreaza in echipa.Pe masura ce
relatia lor se dezvoltd, profesorul incepator devine tot mai Increzator in fortele proprii si
independent.

Procesul de comunicare poate fi influentat de diferite dificultdti, obstacole sau blocaje. Pentru a
le diminua si inlatura trebuie sa le recunoastem. Metodele de depdsire al barierelor intalnite , vom
incerca sd le deducem aplicand subiectilor un chestionar online cu zece intrebari.

MATERIALE , MIJLOACE SI METODE

Se va aplica un chestionar online (de tip Google Forms)
https://docs.google.com/forms/d/IWKUzaiQxZcMWT{YP0gZutdwUm8gJwXW7VocyAWAzZRNE/
viewform?edit_requested=true , ce contine zece itemi cu alegere multipla. Intrebarile sunt
obligatorii , nu se pot sari si am selectat varianta cu un singur raspuns . Testul dureaza aproximativ
3 minute si contine intrebdri formulate simplu si clar , ce vizeaza experienta personala al fiecarui
discipol/debutant , rdspunsul fiind unul subiectiv.

Esantionul de cercetare este un lot de 48 de subiecti ,care face parte din comunitatea
profesorilor care predau matematica in judetul Bihor. Intervievatii au fost alesi aleatoriu , in functie
de disponibilitatea lor de a raspunde la intrebdri , indiferent de sex , de varstd (pot fi debutanti si
persoane mai inaintate in varstd , de exemplu cei care se reprofileaza ) , de vechimea la catedra (cu
totii au fost candva incepatori ) , de mediul social din care provin sau in care activeaza , de nivelul
scolar (prescolar , primar, gimnazial sau liceal).

Comunitatea profesorilor de matematica din judetul Bihor este formata din aproximativ 350
de membrii (activi). Acestia sunt cadre didactice avand studii superioare de licentd (de lunga sau
scurta durata) si/sau masterat (eventual doctorat) de profil stiinte exacte/ matematica / matematica si
stiinte ale naturii , cu specializdri, fie simple, in matematica , fie duble , matematica-fizica ,
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matematica-informatica. Ei pot avea statutul didactic de angajat pe perioada nedeterminata (titular
in Invatdmant) sau pe perioada determinata (suplinitor calificat , rar necalificat), precum si personal
detasat, transferat sau titular doar pe viabilitatea postului. Intervievatii pot avea in catedra lor mai
multe materii de studiu, chiar si consiliere si orientare ( foarte multi dintre ei fiind si diriginti), pot
activa si in regimul plata cu ora sau ca personal didactic titular care Indeplineste conditiile legale
de pensionare dar care cere revizuirea deciziilor de numire/transfer/repartizare pe post.

In judetul nostru limba de predare al disciplinei poate fi atat limba roméana , cat si maghiara,
germand, slovaca sau chiar limba rromani. In aceste localitati limba de predare este de fapt limba
materna al copiilor , care pe langa disciplinele de baza cuprinse in planul-cadru mai invata si materii
optionale precum Istoria si traditia minoritatii nationale respective si /sau Educatie muzicald in
limba materna.

Subiectii chestionati sunt persoane cu vechimi diferite (incepand de la debutant pana la
cadre experimentate) ,cu grade didactice diverse ,activand la toate nivelurile de invatdmant (de la
gimnazial pana la seral) , chiar si in scoli profesionale sau duale sau in unitati unde se necesita
diferite avize/atestate ( ca de exemplu cel de culte, cel pentru educatie speciald). Ocazional , mai
sunt si cadre didactice cu domeniul fundamental aferent domeniului de specializare inscris pe
diploma de licenta diferit de domeniul matematicii care au urmat un curs de specializare rapida
precum conversia profesionald sau poate chiar s-au reprofilat.

REZULTATE SI DISCUTII

Meseria de profesor este una dintre cele mai complexe din lume. Este solicitanta emotional
si cognitiv. Un profesor ia zeci de decizii importante zilnic, de la designul unei lectii la raspunsurile
pe care le da unui elev sau parinte. Pentru asta are nevoie de sustinere si de Incredere in fortele
proprii , sprijin pe care il poate obtine si de la un mentor. Conform chestionarului mentorul poate fi:
-inspectorul de specialitate(16,7%)
-responsabilul de cerc pedagogic(4,2%)
-directorul unitdtii scolare la care activati(4,2%)
-seful de catedra din scoald(6,3%)
-un coleg de serviciu(6,3%)
- responsabilul Comisiei de mentorat didactic si formare in carierd (CMDFCD)(16,7%)
Totusi , aproape jumatate din intervievati (45,8%) au considerat ca si mentor informal potrivit unui
incepator ansamblul tuturor acestor persoane , deoarece insumand rutina si practica lor debutantul
va avea acces la o fAntana nesecatd de intelepciune si informatii.

Dintre aptitudinile unui mentor chestionatii au amintit:
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e chestionar mentorat [ ¥ @ ®© o e m : 0

Questions  Responses )  Settings

48 responses. @ Copy

47 responses 1D copy

g o et scpar b o Py

Conform subiectilor , comunicarea dintre mentor si discipol ar trebui sa fie lateralda (83%),
adica mesajul sa fie trimis de le egal la egal, pentru ca de fapt cei doi apartin aceluiasi nivel ierarhic,
chiar daca unul din ei este mai vechi in sistem.De asemenea, ei mai precizeaza ca desi comunicarea
scrisa ocupd un loc important 1n viata moderna totusi ,comunicarea orald este modalitatea cel mai
des intalnita (87,2%). Si mai tragem concluzia cd , (indiferent de rezultatul chestionarului), pentru a
construi 0 comunicare eficientd este nevoie sd alegem si s adaptdm acea tehnica de transmitere al
informatiei care se potriveste cel mai bine cu situatia data.

Din ancheta noastrd reiese si faptul cd ucenicul trebuie sa Invete sa gestioneze relatia de
comunicare mentor- cadru didactic si in mediul online (70,2%) comparativ cu interactiunea fata-in-
fatd. Se urmareste familiarizarea cu modalitdti de relationare online,utilizdnd diferite platforme -
ZOOM, TEAMS, GOOGLE CLASSROOM, SKYPE,WHATSAPP, FACEBOOK etc. Participantii
la comunicare vor fi familiarizati cu cerintele minime de cunostinte necesare in vederea utilizarii
acestor instrumente, pasii de urmat pentru Inregistrarea si conectarea pe aceste platforme,
gestionarea timpului petrecut online, modalitatea de trimitere a intrebarilor-raspunsurilor,
respectarea integritatii si a corectitudinii , etc. Se prefera varianta de acces gratuit pe aceste
platforme.

E chestionar mentorat [ ¥ @ © o e m H °

Questions  Responses )  Settings

W

47 responses O copy

@ comunicarea fata in fats
@ comunicarea viruald

47 responses O copy
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Telefonul mobil faciliteaza si imbunatateste comunicarea , indiferent de distanta. Mesageria
text, apelurile vocale si video, precum si emailurile, sunt la indemana oricui, oricand. Telefoanele
mobile faciliteaza participarea in comunitati online, mentinerea legaturilor sociale prin intermediul
retelelor de socializare.Platformele de socializare , respectiv aplicatiile gratuite de mesagerie
instantanee sunt spatii digitale in care oamenii, companiile si organizatiile se intalnesc si
interactioneaza intr-un mod netraditional. Sunt potrivite si oamenilor timizi,ofera inovatie si
versatilitate. Amintim aici platforme precum Facebook, Twitter si Instagram, aplicatii ca si
messenger, WhatsApp. Desi prezintd numeroase dezavantaje ( ca punerea in pericol al
confidentialitatii , raspandirea de informatii false sau nesigure, intreruperea ciclului de somn,
sedentarismul , reducerea interactiunilor fatd-in-fata) totusi ele au revolutionat modul in care
oamenii comunicd,(rezultatul de 59,6 % din testul de fata intariind aceasta afirmatie).

Din abundenta de tipologii al blocajelor, dificultatilor , barierelor comunicarii, intervievatii
le-au considerat cele mai relevante pe urmatoarele:

a chestionar mentorat [ ¥ ® @ o5 @ m : °

Questions  Responses @)  Settings

47 responses D copy

@ disfunctii de natura psihologica
(oboseala, atentia scazuta, motivatia
\ 29.8% redusa, afectivitatea, personalitatea p.
10.6% N @ disfunctii determinate de caracteristicile
Q limbajului, de particularitatile domeniului

in care se realizeaza comunicarea
disfunctii determinate de factori
psihosociali

@ disfunctii determinate de elemente
tehnologice

47 responses O copy
@ randament scazut , lacune in cunostinte
@ frustrare, stres
5, demotivarea, atitudine negativa fata de
mediul educational 0

In cazul unei comunicari ineficiente intre profesorul mentor si debutant , pot aparea
urmatoarele dezavantaje:neacomodarea angajatului , tranzitie dificild la locul de munca,
stres,frustrare (42,6%), intimidarea stagiarului, lipsa sentimentului de apartenentd , atitudine
negativa fatd de colectivul scolar, transfer redus de cunostinte teoretice si practice intre colegi,
invatare lenta,dificild, productivitate diminuatda ( 31,9%),insucces, ineficientd,descurajare,
nemotivare, nemultumire (25,5%),inoportunitatea de dezvoltare personala s
profesionald,neclarificarea nelamuririlor, teama de a-si afirma punctul de vedere ,de a-si exprima
propriile nevoi, stima de sine redusa, uneori, gestionare gresita al traseului professional,loialitate
scazutd , indepartarea discipolului de relatie si chiar iIntreruperea ei, blocarea comunicarii,
recrutarea ineficientd a personalului si abandonarea timpurie al institutiei si al mediului de
invatamant.

Dintre tehnicile de Tmbunatatire al comunicarii cu mentorul subiectii le-au enumerat pe
urmatoarele:

-participarea la cursuri de formare continud pe tema comunicarii, (29,8%)
-solicitarea feedback-ului,(14,9%)
- dezvoltarea abilitatilor de ascultare , de cooperare, de observatie, de reflexie.(51,1%)
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- alegerea unei selectie de carti (2,1%) , scrise de experti in domeniul comunicarii, psihologiei
sociale sau leadership-ului, care au reusit sa surprindd esenta comunicarii eficiente si sd o
transforme intr-un instrument puternic pentru dezvoltarea personala si succesul in cariera.

E chestionar mentorat [ Yy d © o e m : 0

Questions  Responses @)  Settings
@ citirea de carti, articole de specialitate
solicitarea feedback-ului

— @ dezvoltarea abilitatilor de ascultare , de
cooperare, de observatie. de reflexie
@ Toate cele de mai sus la un loc
29.8%

47 responses D copy

®da
onu

nu stiu

CONCLUZILI:

Scopul acestei lucrari a fost de a realiza o sensiblizare al cadrelor didactice si al managerilor
de institutii de invatamant , dar si al posibililor beneficiari ai acestor programe cu privire la
avantajele pe care mentoratul, activitatile de tutoriat , tehnicile de coaching si chiar si consilierea
profesionald si trainingul le pot crea in planul misiunii educationale ,dar si la cunoasterea aportului
valoros pe care aceste activitati le pot avea in dezvoltarea resursei umane al organismului scolar si
in atingerea obiectivelor specifice.

Mentionez ca un scop secundar si cunoasterea mai profundd al comunitatii cadrelor
didactice de matematica din judetul Bihor ,cdruia i apartin si eu de 20 de ani. Am vrut sa le cunosc
experientele traite in calitate de debutant, observatiile lor atunci cand au interactionat pentru prima
oard cu sistemul public de invatamant din rolul de cadru didactic, claritatile/neclarititile cu privire
la responsabilitdtile pe care le au ca professor si de la cine pot cere ajutor atunci cand au nevoie. Cu
siguranta e posibil ca experientele in scoli sa fie foarte diverse in ceea ce priveste integrarea unui
debutant in institutie. Sper totusi, cd au gasit printre adultii din scoald oameni cu care sd rezoneze,
sd-1 poata avea aproape caci, dincolo de orice material, interactiunea cu ceilalti oameni este cea care
da sentimentul apartenentei si al spatiului securizant in care poatd sd creascd un incepator in
domeniul respectiv.
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PREDAREA MATEMATICII PRIN INTERMEDIUL APLICATIILOR RED

Viorica-Cornelia HOFFMANN-BRONT
Liceul Tehnologic Special nr.1 Oradea - Profesor matematica, vigyorika@yahoo.com

Rezumat: Prin definitie, Resursele Educationale Deschise (Open Educational Resources) se referd la accesul deschis
la resurse educationale, facilitat de tehnologiile informatiei si comunicatiilor, pentru consultare, utilizare si adaptare
de catre comunitatea utilizatorilor, in scopuri necomerciale. In acest context se inscrie si utilizarea pe larg, inclusiv in
sistemul educational, a tehnologiilor si a resurselor informationale, dar si facilitarea, prin intermediul acestora, a
accesului §i a schimbului de informatie intre diferiti actori. Resursele electronice, continuturile on-line si spatiile
educationale virtuale contribuie la optimizarea si actualizarea procesului de instruire §i educatie continud, oferindu-i
cele mai noi si diverse informatii si oportunitafi. In ultimii ani, aspectele ce se referd nemijlocit la datele deschise,
inclusiv resursele educationale deschise, sunt abordate pe larg de cdtre comunitatea educationald internationald,
recunoscandu-se ca promovarea si utilizarea acestora implica o schimbare fundamentald in procesul educational,
contribuind §i mai mult la centrarea pe elev si/sau student, dar si la asigurarea accesului universal la educatie. La
nivelul invatamantului special, pentru elevii cu deficiente mintale moderate si usoare, severe, grave, profunde sau
asociate, precum §i pentru prescolarii si elevii claselor pregatitoare, clasele I si a V-a (unde pana in prezent nu existd
programe scolare), RED-urile sunt utile si dupa pandemie, elevii cu Cerinfe Educationale Speciale, invata mult mai
usor vizual, asimileazd mai repede notiunile predate, ating mult mai usor obiectivele propuse. RED-urile care au la
bazd jocuri logice sau matematic distractive, sustin ludoterapia. In cei 2 ani scolari, care au trecut am ficut mai multe
cursuri de perfectionare, de formare continud, privind folosirea unor aplicatii de redactare, creare, de jocuri
matematice, quizuri, teste online, fise de lucru online. Din aceste materiale, lectii, fise, jocuri, as dori sa prezint cdteva.
Cuvinte cheie: Matematicd, fise, teste, aplicatii, RED-uri, CES.

PREDAREA MATEMATICII PRIN INTERMEDIUL APLICATIILOR RED

Am obtinut 3 ani la rdnd, in 3 trange, acceptul ISJ Bihor pentru publicarea in biblioteca
online a RED-urilor realizate de mine. Anual de 2 ori ISJ Bihor da sansa cadrelor didactice de a
propune RED-uri realizate pe diferite discipline si nivele de Invatare. Aceste RED-uri pot fi fise de
lucru, teste de evaluare, materiale educationale ce se pot accesa prin intermediul unui link, materiale
realizate prin intermediul unor aplicatii sau site-uri. RED-urile realizate astfel sunt evaluate in 2
transe de o comisie a ISJ Bihor. Cele acceptate intra Intr-o bibliotecd virtuala. Personal, eu sunt
incantatd de aceasta oportunitate, deoarece pe langa experientd, am parte de succes, Invat lucruri
noi, si nu in ultimul rand dobandesc un Proces Verbal cu viza ISJ Bihor ce Tmi Tmbogateste dosarul
personal.

1. Matematici Financiare

WORLDWALL (https://wordwall.net) este o aplicatie utila pentru cadrele didactice deoarece se
pot crea jocuri interactive pentru sustinerea invatarii, fiind posibile de la 1 la 8 modele.

De exemplu: Cuvdntul lipsd, Anagrame, Puzzle, Rebus, Adevarat sau Fals, Sorteaza, Chestionare,
Spanzuratoare, Deschide cutia etc. Este un instrument digital usor de utilizat si placut de copii
datoritd elementelor ludice inserate
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I. Date generale

Titlul resursei educationale
deschise propuse

Matematici Financiare

Disciplinat Matematica

Clasa? Xll-a invatamant profesional special
X-a Invatamant profesional si liceal

Autor/Autori Hoffmann Bront Viorica Cornelia

Scopul materialului propus

Didactic - de Pt elev de |Dedocumentar | De manage- |Altele
utilizat la clasa | utilizat e pt cadrele ment
cuelevii de catreelev |didactice educational

DA

I1. Prezentarea resursei educationale deschise

Competenta specifica
vizati/Indicatori de
performanta

- Elevul sd recunoasca notiuni, expresii, definitii legate de Matematici
financiare

- Elevul sd asocieze notiuni si definitii legate de Dobanda simpla si
compusa, TVA, pret de vanzare, procentul dobanzii

Durata resursei (de
completatexclusiv pentru
resurse video)

10 minute

Scurta prezentare a
resursei educationale
deschise propuse (10-15

randuri)

Testul este creat prin intermediul aplicatiei WordWall, si este un test recapitulativ
al capitolului Matematici financiare. Se adreseaza elevilor din Invatamantul
tehnologic/ profesional si special, unde elevul trebuie sa recunoasca anumite notiuni,
si trebuie sd asocieze notiunii date, definitia corecta. In invatimantul profesional
special, notiunea de matematici financiare se conecteaza cu lectia Bugetul familiei,
unde elevii pot veni cu exemple din viata cotidiana. Testul este format din 9 perechi
de notiuni/definitii, asezate aleator, la nimereala. Sarcina elevului este de a recunoaste
notiunea data si de a asocia cu definitia corecta a notiunii. Testul nu presupune
memorarea notiunilor sau a definitiilor, este suficient recunoasterea, asocierea,
imperecherea acestora. Este un test accesibil tuturor elevilor. Prin mai multe incercari,
rin reluarea testului, elevul poate invéta, fixa notiunile de la orele de curs.

Elemente agregate (link-uri
la resursele utilizate ca parti
componente in constructia
resursei, acolo unde este
cazul)

https://wordwall.net/ro/resource/66216152/matematic%c4%83/matema

tici-financiare

I11. Comentarii

Alte aspecte utile de
impartasit cu privire la
utilizarea resursei
educationale deschise in
activitatea cu elevii

In momentul de fata capitolul matematici financiare este striina, nu prea agreat de
elevi. Cu acest test online, am incercat sd prezint notiunile studiate la ora de
matematicd, putin mai altfel, prin joc, prin competitie, am incercat sa fac acest capitol
mai atragdtor elevului. Prin reluarea testului elevul castiga experienta, isi pune la
[incercare cunostintele, isi verificd cunostintele. Avand in vedere ca se adreseaza si
elevilor din Invatamantul profesional special, materialul corespunde cerintelor

curriculumului adaptat elevilor cu nevoi speciale.

2. Probabilititi/ Rebus matematic

179



https://wordwall.net/ro/resource/66216152/matematică/matematici-financiare
https://wordwall.net/ro/resource/66216152/matematică/matematici-financiare

STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Titlul resursei
educationaledeschise
propuse

Probabilititi/ Rebus matematic

Disciplinat Matematicd/ Probabilitati
Clasa? a Xl-a Invataméant profesional de masa
a Xll-a invatamant profesional special
a X-a invatamant liceal de masa
Autor/Autori Prof. Hoffmann-Bront Viorica Cornelia

Scopul materialului
propus

Didactic - de Pt elev —de De documentare |De manage- |Altele
utilizat la clasa |utilizat pt ment

de catreelev  |cadrele didactice |educational
DA

I1. Prezentarea resursei educationale deschise

Competenta
specifica
vizati/Indicatori
de performanti®

- Recunoasterea unor notiuni deja studiate

- Asocierea definitiilor date cu denumirea acestora

- imbunatitirea vocabularului matematic. La elevii cu CES, se insistd pe pronuntia
COrectd a acestor denumiri matematice.

Durata resursei (de
completatexclusiv pentru
resurse video)

10 minute

Scurta prezentare a
resursei
educationale
deschise propuse
(10-15rdnduri)

Exercitiul este un rebus matematic online, pe tema de probabilitati. Elevul selecteaza o
linie sau o coloana goala, si automat apare definitia matematica a unei notiuni
matematice/algebrice. Elevul va identifica notiunea ceruta, si va trece solutia in campul
liber. Exemplu:

- la pozitia 11 se cere denumirea numerelor care se Inmultesc. Solutia este cuvantul
TERMENI.

- la pozitia 7 se cere denumirea ecuatiilor in care necunoscuta se afld sub semnul radical.
Solutia este cuvantul IRATIONALE

- la pozitia 9 se cere denumirea ecuatiilor in care necunoscuta se afld la exponent/putere.
Solutia este cuvantul EXPONENTIALE

Elemente agregate
(link-urila resursele
utilizate ca parti
componente in
constructia resursei,
acolo unde este cazul)

https://learningapps.org/33371730

I11. Comentarii

Alte aspecte utile de
impartasit cu

privire lautilizarea
resursei

educationale deschise
inactivitatea cu elevii

Avand in vedere cd se adreseazad si elevilor din Invatimantul profesional special,
materialul corespunde cerintelor curriculumului adaptat elevilor cu nevoi speciale.
Rebusul matematic este o forma de joacd. Elevul recapituleaza notiuni matematice
studiate, prin joc. Fara sd constientizeze, el este plimbat prin materia parcursa,
recapituleaza, face conexiuni matematice, redescoperd notiuni. Notiunile matematice
astfel redefinite, intrd mai usor in vocabularul elevului.

Learningapps (https://learningapps.org ) este o platforma care ofera modele de aplicatii, precum
si posibilitatea credrii de continut; Existd aplicatii interesante (de exemplu: rebus, uneste perechile,
puzzle, completeaza cuvantul lipsa etc.). Avantajul este ca se pot partaja (link, cod deincorporare)
sau pot fi folosite drept material de Invatare pe platforma LearningApps (creand clase in care sa 1i
invitati pe copii; se pot face si sondaje pentru a masura feed-back-ul)

3. Diagrame pentru reprezentare de date statistice
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I. Date generale

Titlul resursei educationale
deschise propuse

Diagrame pentru reprezentare de date statistice

Disciplina® Matematica
Clasa? XIl-a Invatamant profesional special
X-a invatamant tehnologic/profesional
Autor/Autori Hoffmann Bront Viorica Cornelia

Scopul materialului propus

Didactic - de | Pt elev —de |De documentare|De manage  |Altele
utilizat la utilizat ptcadrele ment
clasa cuelevii |de catre elev |didactice educational

X

Il. Prezentarea resursei educationale deschise

Competenta specifica
vizati/Indicatori de

Elevul sé recunoasca tipurile de diagrame utilizate pentru reprezentarea
datelor statistice.

exclusiv pentru resurse video)

performanta Elevul sa poata asocia denumirilor de diagrame cu imaginea diagramei
respective
Durata resursei (de completat 10 minute

Scurta prezentare a resursei
educationale deschise
propuse (10-15rdnduri)

Resursa educationala deschisa este realizatd prin intermediul aplicatiei
learningapp. Materialul este o recapitulare a tipurilor de diagrame
utilizate la reprezentarea datelor statistice. Nu se cere memorareal
denumirilor, este suficient ca elevul sd recunoasca imaginea diagramei si
sd asocieze cu denumirea matematica a acesteia. Tipurile de diagrame
prezentate sunt: diagrama circulara, grafice de timp, histograma,
diagrama grafica, diagrama de arie, diagrama dot-plot, diagrama liniara,
diagrama radiala, diagrama tip coloand, diagrama de tip punct/
Scatterplotz, diagrama de tip bara orizontala.

Elemente agregate (link-urila
resursele utilizate ca parti
componente in constructia
resursei, acolo unde este cazul)

https://learningapps.org/33374356

I1l. Comentarii

Alte aspecte utile de
impartasit cu privire la
utilizarea resursei
educationale deschise in
activitatea cu elevii

Acest capitol este prezentat foarte pe scurt in manualul scolar dar este]
inclus 1n curriculumul claselor de liceu si profesional, din aceasta cauza
numarul materialelor folosite la acest capitol este foarte limitat. Pentru
elevii din invatamantul liceal nivell si scoli profesionale am dorit sa
realizez un exercitiu mai simplu mai accesibil dar si interesant. Prin
asocierea de imagini elevul va asimila mult mai usor partea teoreticd, val
fixa vizual denumirile, termenii matematici. Elevul poate relua
exercitiul, poate exersa, poate sa se autotesteze/ autoevalua. Avand 1n
vedere cd se adreseazd si elevilor din invatamantul profesional special,
materialul corespunde cerintelor curriculumului adaptat elevilor cul

nevoi speciale.
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APLICAREA INDUCTIEI MATEMATICE iN STUDIUL UNOR
INEGALITATI

Daiana IAGAR !, Alina ALB LUPAS 2

! Studenta anul II Master, Structuri matematice fundamentale, Facultatea de Informaticd si Stiinte, Universitatea din Oradea,
daianaiagar@gmail.com

2 Conf. univ. dr. la Departamentul de Matematica si Informatica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din
Oradea, alblupas@gmail.com

Rezumat: In aceastd lucrare sunt demonstrate cdteva inegalititi binecunoscute folosind diferite tipuri de inductie
matematica.
Cuvinte cheie: inductia matematicd, inegalitati

Metoda inductiei matematice, respectiv inductia completd, are un domeniu de aplicabilitate in
matematica destul de restrans , deoarece in cele mai multe cazuri propozitiile matematice se refera la o
multime infinitd de elemente (avand o infinitate de cazuri particulare). Practic este imposibil de analizat pe
rand toate cazurile particulare ale acestora , pentru a putea trage concluzia ca sunt adevarate in general.

Ne punem urmatoarea intrebare: Cum putem sti cd o anumita ipoteza este adevarata in general, daca ea
este adevaratd in unele cazuri particulare , dar nu este posibil si consideram pe rand toate cazurile
particulare?

In matematicd analiza unei infinitati de cazuri pentru verificarea unei ipoteze se poate Inlocui cu
demonstrarea faptului ca, daca o anumita propozitie este adevaratd intr-un caz, atunci ea se dovedeste a fi
adevarata si in cazul urmator(de exemplu,daca P(n) este adevaratd, atunci P(n+1) este adevarata). O astfel de
metoda de rationament se numeste inductie matematica.

Ca model de inductie matematicd putem lua urmatorul rationament : » O cauza a aparitiei Soarelui la
rasarit este o rotire de 24 de ore a Pamantului in jurul axei sale.Daca azi Soarele a aparut la rasarit, atunci
dupa 24 ore Pamantul si Soarele se vor afla din nou in aceeasi pozitie si noi vom observa aceleasi
fenomene.Deci noi il vom putea observa dupad 24 de ore si din nou dupa inca 24 de ore si in felu acesta il
putem vedea in fiecare dimineatd. « Acest rationament nu este cu totul exact pentru cd nu se are in vedere
migcarea Pamantului s.a.m.d.

In matematica insa, o astfel de schema de rationament se dovedeste adesea a fi folositoare.Sa

< 1 1
calculam de exemplu sumele urmatoare : + +
1*2 2*3 3*4
Sl=l,82=1+1,83:1+1+1,S4=1+1+1+1
1*2 1*2 2*3 1*2 2*3 3*4 1*2 2*3 3*4 4*5

Obtinem numerele :
S, =112, S,=23, S;=% ,S, =4/5
Observand rezultatele obtinute, constatim cd numaratorul este indicele sumei cautate, iar numitorul este
succesorul sdu. In acest moment, formulam urmatoarea ipoteza :
«Pentru orice numar natural n, are loc egalitatea :
1 1 1 1 n
+ + .t =
1*2 2*3 3*4 nn+1) n+1
Notand aceasta propozitie cu P(n),am constatat ca P(1),P(2),P(3),P(4),sunt adevarate si deci egalitatea
(1.2.1.) are loc pentru n=1,n=2,n=3,n=4.Dupd cum am observat in cele anterioare,aceste verificari nu dau
demonstratia faptului cd P(n) este adevarata ,oricare ar fi ne€ N.Pentru oricat de multe numere am verifica
,JIntotdeauna exista posibilitatea ca printre numerele ramase sa existe unul pentru care egalitatea (1.2.1.) sa nu
fie indeplinita.Trebuie sa probam afirmatia care este analoaga propozitiei “dupa 24 de ore Pamantul si
Soarele se vor afla din nou in aceeasi pozitie si noi vom observa acelasi fenomen”.Cu alte cuvinte,trebuie sa
demonstram ca daca

(1.2.2)

(1.2.1)

1 1 1 1 k
+ + .ot =
1%2  2*3 3%4 k(k+1) k+1
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atunci o astfel de egalitate va fi indeplinitd si dupa ce se adauga la membrul stang al egalitatii termenul

1 . . . . :
urmator ————— si se schimba ,simultan,membrul drept prin ,adica

(k +D)(k +2)

(1.2.3)
1 1 1 1 1 k+1
+ + ot + =
1%2  2*3 3*4 k(k+) (K+D(k+2) k+2
Astfel demonstrarea valabilitatii egalitatii (1.2.1) nu numai pentru numerele n=1,n=2 n=3, n=4 ,ci

pentru toate numerele naturale ,revine la a demonstra ca daca egalitatea (1.2.2)este adevarata ,atunci este
adevarata si egalitatea (1.2.3).Egalitatea (1.2.3) se scrie

1 1 1 1 1 k+1
+ + ot + =
1%2 2*3 3%4 k(k+1) | (k+D(k+2) k+2

Dar ,dupa presupunerea noastrd (egalitatea(1.2.2)),termenul dintre parantezele mari se poate inlocui

cu si atunci avem

K N 1 _k+1
k+1 (k+D)(k+2) k+2

adica egalitatea

k(k+2)+1  (k+1)?
k+Dk+2) (k+D(k+2)
Asadar am ardtat ca egalitatea (1.2.1) este adevaratd pentru n=1 si presupunand ca este adevaratd

pentru n=k (orice ar fi k> 1)rezulta ca este adevarata si pentru n=k+1 . Cu alte cuvinte,P(1) este adevarata (1
este primul numar pentru care propozitia are sens),iar P(k) = P(k+1).CumP(1)este adevarata ,rezulta ca

P(2)este adevarata, deoarece 2=1+1 apoi, P(3) este adevaratd ,deoarece 3=2+1 s.a.m.d .Pare evident cd in

modul acesta se poate ajunge pand la orice numdr n si se poate demonstra ca P(n) este adevarata.Cu alte
cuvinte ,pare evident ca propozitia P(n) despre care stim ca este adevaratd pentru n=1(prima valoare a lui n
,pentru care propozitia este adevarata )si ca pentru orice k=1 din P(k) rezultd P(k+1),este adevaratad pentru
toate numerele naturale n>1.
In mod intuitiv ,rationamentul facut pare convingator .El este riguros d.p.d.v. matematic ,avand la

baza un principiu matematic, numit principiul inductiei matematice .
Rationamentul facut mai Tnainte are doud etape importante:

I. Pe baza analizei catorva cazuri particulare se formuleaza o propozitie P(n),in enuntul caruia

intervine numarul natural n,mai mare decat numarul n,(n,este primul numarr natural

rezultat in urma analizei cazurilor particulare ,pentru care propozitia este adevarata).
Il. Se demonstreaza cd,daca propozitia P(n) este adevarata si pentru numarul k.k>n_ fiind un

numar natural oarecare,atunci ea este adevarata si pentru numarul k+1.
In acest caz demonstratia (prin inductie matematica) se face astfel :

1. Se verifica faptul cd propozitia P(n),definita pentru n = n, ,este adevarata pentru numarul
N -
2. Se presupune ca P(k) este adevaratd si se arata ca P(k+1) este adevaratd,unde k > n,este

numarul natural oarecare.
Ambele etape ale demonstratiei prin inductie matematica sunt la fel de importante. Nu trebuie sa se
scape din vedere verificarea faptului ca P (N, ) este adevarata.
Sa reluam rationamentul care se face in demonstratia prin metoda inductiei matematice. Daca o
propozitie P (k) este adevaratd rezulta cd P(k+1) este adevarata,pentru orice K >N, ,atunci rezulta ca
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P(n,+1) este adevarata,P(Nn,+ 2) este adevarata si in general P(n) este adevarata pentru toate numerele

naturale n = n,. Prin acest rationament notiunea de numar natural s-a considerat ca fiind evidenta.

In cele ce urmeaza vom prezenta alte tipuri de inductie matematicdi cum sunt : inductia cu
pas,inductia Ehlers si inductia Cauchy.
e In unele cazuri,destul de rare e drept,de folos in demonstrarea inegalitatilor ne poate fi
principiul inductiei de pas k.
Fie k,ae N,k>2 si P(n) un predicat peste N.
Daca
P(a),P(at+1),....,P(atk-1) sunt adevarate si P(n)= P(n+k) pentru orice n>a,atunci
P(n) este adevarata pentru orice n = a.
Vom demonstra inegalitatea

n
(L.24) X+ Xy ot X =Xy Xy =Xy Xgmooom X, X, < [5} X, X, ... X, €[01], n>3,

.. . . . n .
Prin inductie de pas 2. De ce inductie de pas 2? Pentru ca [E} creste cu o unitate cand n creste cu doua

unitati. Sa demonstram atunci inegalitatea in cazurile n=3 si n=4. Pentru n=3, (1.2.4.) devine
X1H+XoHX3-X1X20-XoX3-X3X1=1 <= - X1XoX3= (1-X1)(1-X2)(1-X3)
si se constata ca este adevaratd. Pentru n=4, (1.2.4.) devine
X1H+XoF+X3+Xa-X1X2-XoX3-X3Xa-XaX1 £ 2 &
& -XoXa-XaX1<(1-X1)(1-X2) +(1-X3)(1-X4)
si este si ea adevaratd. Sa consideram ca (1.2.4.) este adevarata pentru un n > 3 arbitrar si s o demonstram
pentru n+2. Avem
X1HXo+. .. FXn+2-X1X2-X2X3-. ..~ Xn+1Xn+2-Xn+2X1=
(X1 +Xo+.... FXn=X1X2-X2X3m. ..~ Xn-1Xn-XnX1) FXn+1HXnX1-XnXn+1-Xn+1Xn+2-Xn+2X1<

n n+2
E FXn+1HXn+2HXnX1-XnXn+1-Xn+1Xn+2-Xn+2X1(2) T

unde
Xn+1HXn+ 2 XnXn+1-Xn+2-Xn+2X1 < <> 0<(1-Xn+1) (1-Xn+2) FXnXn+1+X1(Xn+2-Xn)
Poate fi consideratd adevarata deoarece putem viola simetria circulara cu presupunerea Xn+2>xn. Cazul de
egalitate din (1.2.4.) este mai greu de analizat.
Vom vedea ca tot de inductie de pas 2 avem nevoie si pentru inegalitatea

(1.25) a°-a,” +a, -.(-1)"a,’ >(ar-a;+as- ...+ (-1)"an)? a>ar>...>an>0,n>2.
(L.D.Kurliandcik)

Daca privim diferenta dintre expresia din membrul stdng si cea din membrul drept ca functie de ag,
atunci avem
f(a1)=2(az-as+as.. +(-1)"a)a—a,” +a," —a,” +..-(-1)"'a2 - (ar- as+ as-..+ (-1)"an )2
Daca n este par, atunci coeficientul lui este a; este pozitiv, iar dacd n este impar, atunci coeficientul lui a;
este pozitiv cu excepta cazului in care avem a; = az, &4=as, ..., an1=ax caz in care inegalitatea (1.2.5.) se
verifica cu egal.
Cand coeficientul lui a; este pozitiv, functia f este strict crescétoare si atunci a; >az obtinem
f(al) > f(az) = 2(az-as+as-... +(1) "an)ar- a?+as>-az" ... (-1)"'an’-(az-as+au-... +(-1)"an)?
=as*-as’-...+(-1)"ta’-(az-as+as-... +(-1)"1ay)?
ultima inegalitate fiind inegalitatea (1.2.5.) in cazul n-2. Deci dacd (1.2.5.) este adevaratd in cazul n - 2
atunci ea este adevarata si in cazul n. lata, ca fara sa ne fi propus, am demonstrat implicatia inductiva de pas
2. Finalizam demonstratia prin inductie a inegalitatii (1.2.5.), demonstrand aceasta inegalitate in cazurile n =
2 si n = 3. Pentru a/> a, >0 avem
ar’- a2’ >(ar-a2)’ 2(ar-az)az> 0
ceea ce Inseamna ca pentru N=2, (1.2.5.) este adevarata verificandu-se cu egal cand a; = a..
Cu a1 >az >azavem
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- a® + as®> (a1 - @+ ag)?

(al-az)(a1+a2)-(a1-a2)(al-a2+2a3)20 2(611-8.2)(8.2-8.3)20
Ceea ce inseamna ca (1.2.5.) este adevarata si in cazul n=3 si se verifica cu egal pentru a; = a »sau pentru a,
= asz. Cand n este par, inegalitatea (1.2.5.) se verifica cu egal pentru a1 = a a3 = as, ... , an-1 = an, iar cand n
este impar avem egalitatea in (1.2.5.) fie pentru a; = ay, as=ay, ..., an2 = an-1 fie pentru a=as as=as, ..., an
1=4an.

Felul in care arata inegalitatea
(1.2.6) x1x2...xn-# >%1- —i+ X, —i+....+ X, —i, Xy Xy X, 24,022,
X, Xy X, X, X, X
“te invita” la inductie. Pentru n = 2 inegalitatea se reduce la
((x, =1)(x, =1)xx, =1)> 0

si presupunand cd pentru un n > 2 ea este adevaratd , avem

n

X Xy Xy - ;2)(1)(2 —L-I- X3 —i-f- Xy —i-i-....—f— X —iz
X1 Xy X1 X, X, X3 X, X1
WU S
X X, X

Sa analizam conditiile care trebuie verificate pentru ca (1.2.6.)sa devina egalitate. In cazul n = 2,
egalul se atinge cand X, =1 sau X, =1 sau XX, =1 . Pentrun=3, pe langa una dintre aceste conditii
mai trebuie verificat cel putin una din conditiile XiX2. =1, Xs=1, X1X2 X3=1 sau xix3 = 1 si mai constatam ca
egalitatea se analizeaza greu .

. 1 1 .. . e . . .
Daca xiXo. = 1, atunci x; - — =Xp. - — = 0si in locul inegalitatii (1.2.6.) din cazul n obtinem aceeasi
Xl X2
inegalitate dar in cazul n — 2. Aceasta inseamna ca , daca reusim sa aratam ca pentru a avea egalitate in
(1.2.6.) pentru n > 4 e nevoie sa avem XiXo. = 1, eventual dupa o renotare a variabilelor, atunci, folosind
inductia de pas 2 vom reusi analiza cazului de egalitate . Asa ceva ne reuseste daca putem folosi pentru
demonstratia inegalitati(1.2.6.) cazul n = 3 al acestei inegalitati . Avem , pentru o inductie de pas 2,

1 1 1 1 1 1 1
>X Ky ——— Xy — Xy —— e F Xy ——— = Ky ——F Xy m— et Xy ———

XlXZ " 'Xn+l 172 X3 X4 Xn+1 Xl X2 Xn+1

a doua inegalitate fiind verificata cu egal cand X;X, =1 sau X,X; =1sau X,X, =1 .Acum putem deduce
usor cd pentru n par avem egalitate in (1.2.6.) cand XX, = X;X, =...= X, 53X, , =1 sifie X _, =1 fie
X, 1 X, =1, eventual dupa o renotare a variabilelor iar pentru n impar avem egalitate cand , eventual dupa o
renotare a variabilelor , X;X, = X;X, =....= X, ,X,, =1

Inspirati de o demonstratie data de Ehlers inegalitatii mediilor,vom numi inductie Ehlers inductia
uzuala aplicata insd dupa o anume pregatire a inegalitatii, adesea o normare.Vom intelege mai bina acest tip
de inductie urmarind exemplele ce urmeaza.

Sa demonstram pentru inceput inegalitatea mediilor

X, + X, +...X
(1.2.7) XXy X, < L2 X;y Xy peeey X, 20, < 2.
n
Cum diferenga dintre cei doi membri este o functie omogena de grad unu,putem norma punand

= . . . . >n.
X, Xp e Xy 1, caz in care inegalitatea de demonstrat devine X+ Xt Xy 20

Alegem atunci, pentru o demonstratie prin inductie, predicatul P(n):” pentru orice Xpo Xgoee Xy > O,

X X, X, =1 X, +X, +...+X, =N,

daca n , atunci

. . . A .o . X =X, ==X, =1"
Inegalitatea din concluzie verificandu-se cu egal daca si numai daca ™ — "2 n
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1
X, + Xy =X +— 22

X% >0, %, % =1 4iem X cu egalitate

P(2) este adevaratd, deoarece, pentru

pentry 1 =% =1.

Sa presupunem cd, pentru un 1 2 2arbitrar, P(n) este adevarata

P(n+1) XpsXg oo Xy >0 XXXy =1

si pentru a demonstra valabilitatea lui sa consideram L cu

Conform ipotezei inductive avem
X+ X, +o Xy + X X 2N

n“*n+l
Acum, pentru a demonstra ca

X, + X, +.o+ X, 2N+
e suficient sa ardtam ca
Xp+ X+t X g 22X +X, +o+ X + XX, 1.

non+!
Aceasta inegalitate se reduce la

X, + X,y 2 X X, +1 (X, —1)1-x,,,)>0.

X X X L. X<l oo x> )
Conditia "1727"n#l ne asigura ca nu putem avea tofi " §i nici tofi ! Exista atunci

. 21 X; <1. L N .
mdcar un X 21 si macar un ! Datorita simetriei expresiilor XX Ko i XX +X”+1,
. . . o X, =21 .X, <1 . .
putem considera ca notatiile au fost facute astfel incat sa avem " si N ceea ce inseamna cd putem
valida inegalitatea de care avem nevoie.Avem egalitate
L . > . =X, =...= = =1 . -
in inegalitatea X+ Xt Xy 20 +1cand, pe de o parte ¥ =% Xng = XXy =1 si pe de alta
parte =1 qau o1 =1 geci pentru 1 = X2 == Xoa =1

O alta demonstratie a aceleasi inegalitati prin acelasi tip de inductie se face pornind de la normare

X+ X, +...+X. =N 3 . .
1 2 n , caz in care avem de aratat ca

- = . Xy <
“pentru orice Xyy Xy yeeees X, >O’ dacs X T X Fo X n, atunci X1Xe-Xn 1,
Inegalitatea din concluzie verificandu-se cu egal daca si numai daca X =Xy ==Xy =1
= o < < =
Pentru N =2 avem de ardtat ca 1%z = 1 unde %1 T %2 2, %, % > O'Avem

XX, <l x(2-%)<1e0<(x, 1),

inegalitatea verificatd cu egal pentru X, = X, =1. Presupunind in continuare cd afirmatia facutd este
adevdratd pentru un N> 2, s demonstram pentru N =1.

Fie X;, X,,...,X,,; > 0 verificand conditia

X+ Xy oot Xy = N1 X Xy +o Xy + (X X, —1)=n.

*n+l

Din nou nu putem avea toti X;<l si nici toti X;>1. Putem considera atunci X, =1 si X, <1 de unde
obtinem si ca X, + X, ,; —1 > 0. Avem atunci, conform ipotezei inductive,

XX, . X (X + X, —1)<1
Cum si inegalitatea
XXy o Xy S XX Xy (X X —1) & X Xy <X+ X, 1> (X, 1), ~1)<0
este adevaratd, obtinem printr-o intercalare inegalitatea de demonstrat. Aceasta se verifica cu egal cand sunt
verificate conditiile X=X, =...=X4, =X, +X,, —1=1 si (x, —1)(Xn ., —1)=0adici
X, =X, =...X,,; =1. Cu acesta se incheie cea de a doua demonstratie prin inductie Ehlers a inegalitatii

mediilor.
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Pentru a demonstra inegalitatea dintre media aritmetica si cea patratica

(1.2.8)

n n
putem norma putand X, + X, +...+ X, =N si avem atunci de ardtat ca ,,pentru orice X;,X,,...,X, >0,

2 2 2
X, + Xy +.o X, <\/x1 + X5 . X

dacd X, +X, +...+X, =N, atunci X7 +xZ +...+ X2 >n, egalul fiind atins daca si numai daca
X =X,=...=X%X, =L"

In cazul N = 2 trebuie si dovedim ca X; + X5 > 2 unde X, + X, = 2,%,,X, >0.

Avem
X+x222ox2+(2-x) 22 2(x, -1 >0
Inegalitate verificata cu egal pentru X, = X, =1. Sa presupunem ca afirmatia facuta este adevarata pentru un
N> 2 arbitrar si sd o demonstram pentru N+1. Fie X, X,,...,X,,; >0 cu

1 M+l
X+ Xp F ot Xy =NH1E X+ X, +o0 Xy + (X, + X, —1)=n
Conform ipotezei inductive
X2+ X2 4. x2, +(x, + X, 1) >n

n—
daca X, + X,,; —1>0. Inegalitatea de care ma iavem nevoie, adica

2

X2+ X2 4. X2, 2 XX X, (X 4%, 1)+l

n+l
o x2ex2, > (x, + %, -1 +1<(x, —1)1-x,,,)=0
o putem accepta deoarece putem presupune ca X, = max (Xl, X, ,....,XM) si X,,; =min (Xl, X, ,....,Xn+1) si
atunci X, 21> X, caz in care avem si X, + X,,, —1> 0. Inegaliatea din cazul n + 1 se verficd cu egal
cand sunt indeplinite conditiile X, =X, =....= X, ; =X, +X,,;, —1=1 si (Xn —l)(l— Xn+1) =0, deci cand
X =X, =...=X,,; =1.
Sa incercam inductia Ehlers si in cazul inegalitatii Huygens:
(1.2.9.) 0%+ V) (X, + ¥, e X, + Y0 )2 % X X, + 8V, YooY
Xis Xoyeren Xy Vi Yoo Y, >0,N 22,
inegalitate verificatd cu egal numai daca (Xl, Xy peeens X, )gi (yl, Yoreeenn Yy ) sunt proportionale.

Vi

Avem posibilitatea de a reduce numarul de variabile impartind prin §/X, X,....X, si notdnd @, =

pentrutoti i € {1,2,...,n}. Obtinem in locul inegalitatii (1.2.9.) inegalitatea
(1.2.10.) o/i+a,)1+a,)..(1+a,)>1+1/aa,..a,, a,,a,,..,a >0,n>2,
inegalitate verificatd cu egal pentru @, =a, =....=a,,

Ar fi placut sa consideram ca a,a,....a,, =1. Din pacate absenta omogenitatii nu ne permite aceasta.
Apeldm la un subterfugiu si punem a,a,...a, = p". Pentru o demonstratie prin inductie considerdm
predicatul

P(n): ,,pentru orice p,a,,a,....,a,>0

daca a,a,...a, = p",atunci(l+a, \1+a,)..(1+a,)> 1+ p),
inegalitatea verificaindu-se cu egal daca si numai dacd &, =a, =....=a, = p”.
in cazul n = 2 avem de aritat ca (1+ al)(1+ a, ) > (1+ p)2 ,unde a,a, = pz,
p,a,,a, > 0. Inegalitatea de demonstrat devine
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2 2
(1+a1)(1+2—]2(1+p)2 N al+2—22p<:>(al— p)’ >0,

1 1
este adevarata si se verifica cu egal pentru a, = @, = p.Sa consideram ca, pentru un n>2 arbitrar ,P(n) este

adevaratd si sd demonstrdm ca P(n+1)este adevaratd.Fie pentru aceasta un p >0 fixat si a,,a,,...,a,,;>0

verifica conditia

a,a
n+l 1 n
aa,.a,,=p" & alaz...an_l(—” p”* ): p".

Conform ipotezei inductive,

(1+a)1+a,)..0+ anl)(1+ﬂp“+lj >(L+p)".
Daca si

L+a)A+ay)..(A+a,,)> L+a)d+a,)..0+ an_l)(1+ ﬂpﬂﬂjm D).
atunci egalitatea (1.2.10.)se verifica in cazul n+1.0r aceasta inegalitate devine

l+a)l+a,,)> (1+&p“+1j(1+ D) <

<3an +an+1 2 p+&pn+l<:>(an - p)(p—anH)ZO

si este adevarata cici, datoritd simetriei, putem presupune ca notatiile au fost facute astfel inca sa avem

a, = Psi a,, < p.Se constatd usor ca si cazul de egalitate este cel din enun.

Vom aplica inductia Ehlers si pentru a demonstra inegalitatea
n

[x  Tle-x

. . 1
(1211) 42— < —— X, Xy X, e[o,—j,n >2,
n n 2
i-1 i-1
dupa ce vom pune aceasta inegalitate sub o forma mai comoda.

a, :
Punand X; =%—?',ai €(0)),ie {1,2,...,n}, inegalitatea (1.2.11) devine
(1l g 1l g
 —_ 7+7
nG-3)  1G-3)

PR

n n n n

[[a-a) Jla+a) [[a-a) | > @-a)

i=1 < i=1 P i=1 < i=1 o

= hS hS
Sea ($eea) Tlee [Sew

n

i=1 i=1
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n n

(1.2.12) Hl_ai < n_, a,,a,,...a, (01),n>2,

i1 1+ 8 Za_

Fie atunci
P(n):”pentru orice A, a,,a,,....,a&, € (0,1)

1-a,1-a, 1l-a, (1-AY
dacd a, +a, +....+a, =NA, atunci L 2 n <( j ,

1+a, 1+a, 1l+a, (1+A
inegalitate verificata cu egal daca si numai dacd &, =a, =...a, = A”.
Sa demonstram ca P(Z) este adevaratd. Avem de aratat ca

2
1-a 173, S(l_Aj ,unde a, +a, =2A, a,,a,Ac(0]1)
1+a 1+a,

1+ A
Aceasta inegalitate devine
(1-a,)1-a,)1-A)f <(1+a)l+a, 1+ A) <
o 1+ AY —(a, +a, 1+ AP +aa, 1+ A) <
<(A-Af +(a, +a,)1-Af +aa,1-Af <
& 0<-4A+2(a, +a, 1+ A) —4a,a,A =
<0< —4A+4A1+ AY —4a,a,A < 4a,a, <4A? =(a, +a, ).

Cum aceasta inegalitate este adevarata si se verifica cu egal pentru @, =a,= A, deducem ca P(Z)

este adevaratd. Sa presupunem ca P(n) este adevaratd pentru un N> 2 si sd demonstram valabilitatea lui
P(n+1)
Fie Aa,a,,...,a,,, —Aec(01) cu
a+a,+..+a,,=N+DA=a +a,+..+a_, +(a,+a, , —A)=nA.
Presupunerea a, < A< a,,, nu este selectiva si cu aceasta obtinem 0 <a, +a,,, —A<1.
Conform lui P(n) avem

l-a1-a 1-a,,1-a,-a,+A _ 1-A"
1+a,1+a, 1+a,_,a+a,+a,,-A (1+A

Ne raméne de testat valabilitatea inegalitatii
l-a,1-a, 1-a,, <1—a11—a2 l-a,,1-a,-a,,+A1-A
l1+a, 1+a, 1l+a,, l+a,1+a, 1l+a,,1+a,+a,.,-Al+A

Aceasta devine
l-a,—-a,,,+Al-A

n+1

1-a,1-a,, _
l1+a,1+a,, 1+a,+a,,—-Al+A

= (1-a,)l-a,,)l+a, +a,, - Afl+A)<
<(l+a,)l+a,,)l-a, ~-a,, +Al-A) =

+Aa, + Aa,,, — A?)<

+a,a )(1+an +a

n+1 n-n+l

=(-a, -a

n+1
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2
<(l+a,+a,,+a,a,,)(1-a -a ,+Aa +Aa ,-A" )<

< 0<(1+a,a,,,)(-2a,-2a,,)+(@, +a, ,)(2+2Aa +2Aa -2A%) <

+1+Aa +Aa,,-A? < 0<(a, -A)(Aa ).

n+l

< 0<-1a,a

n+l

Putem accepta aceasta inegalitate deoarece putem presupunea, > A>a,,, caz in care este

verificata si conditia a , +a

* Un tip special de inductie este dat de principiul de inductie Cauchy.
Fie P(n) un predicat peste N. Daca

P(2) este adevarat,

P(n)= P(2n) pentru orice n>2 si

P(n)= P(n-1) pentru orice n>4,

Atunci P(n) este adevarati pentru orice N> 2.

Avantajul inductiei Cauchy in comparatie cu inductia standard consta in faptul ca adesea in cazul
unei inegalitati se poate trece mai usor de la cazul n la cazul 2n decat la cazul n+1.Apoi “coborarea” de la
cazul n la cazul n-1 ar trebui sa se faca relativ usor,prin particularizare.

Pentru a demonstra inegalitatea mediilor

X 4+ X, +...4+ X
1 2 n
(1.27)  xXx, X, < - X1 X e X, 20,02 2,

prin inductie Cauchy,consideram predicatul

ns1"A€(0,1) . Inegalitatea se verifica cu egal in conditiile din enunt.

P(n):’pentru orice X, ,X, ,.....X , >0, X Xy X, S — ,

n

inegalitate verificatd cu egal daca si numai daca X; =X =..=X,,.

P(2)_este adevarata deoarece pentru X, X, >0 avem

X, + X (X, +X)?
X, X, s%cmlxzslT@Os(xl—xz)z.

Presupunand ca, pentru un n>2 arbitrar P(n) este adevarata, sa demonstram valabilitatea lui
P(2n).Pentru x,, X ,,.....,X,,>0 avem

0%, Xy Xy A X Xsg e X
172 n n+1"*n+2 2n
200X, Xy .. X =\/g/x1x2...xn * XpaXpageXon < 5 <

{.x1+x2 ran +xu} + {.x:lz+1+xu+2 + -, +x2:lz}
< 1 1 _
- n 2n
S-au folosit pe rand P(2) si P(n).Pentru a avea egalitatea in inegalitatea obtinuta trebuie verificate
conditiile:

nf — nf —_ — — — — —
\-'xle X = u'x:lz+1xu+2 Xy X T X2 = e T X X1 T XApt2 = = X

b it O o5

care inseamna X1 = X3 =... = Xapy.
Fie acum n>4 fixat si presupunand ca P(n) este adevarata sa demonstram ca P(n-1) este adevarata.
Date x4, %7,...., -1 = 0 ,incercam sa alegem un X, trebuie facuta astfel incat sa ne asigure de conservarea

cazului de egalitate ceea ce indeamna cd va trebui sa avem X1 = X3 = = X & X1 = X3 =vw = Xy
Avem motive sd credem cid aceastd expresie este simetrica 1n Xj,%¥z ....,X,—1 §i cum ea trebuie “’sa
colaboreze”expresii care apar in inegalitate, alegerile potrivite par a fi fie x, = “_;-xlxg v Xy fie
(xtxgumtan—y)
n= n—1

Cu prima alegere avem

|
mn
m
X1%X3 oo Xy

v

n—1f
x1+x3 - +x”_1 + n \,'xlx: e Xgg g

—_—
(X Xy Xy =
VT " 1
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-y - -
- - .. - x1+x: wan +x;lz—1 + -\.' X1XgiaXpg—q
= \,'xlx:....xu_l_

n

O xl+x: e +x?2—l
= .\,'xlx: e X = .

n—1
Egalitate,conform lui P(n), avem cand
— — — — A—1f — — —
Xy =Xy = S Xpog = XX Xy S X S X S S Xy

Cu aceasta s-a incheiat demonstratia lui P(n — 1),
Si cealalta alegere a lui &, era buna.Intr-adevir,

T T 5 S
n TR T R S R e n—1
| X1 X oo Xy = =
n—1 n

"ll xl+x: vaes +x”_1 x1+x3 e +x”_1
== |x1x3 e Xpq =

n—1 - n—1
xl+x: - +x,1_1

—_—
(XX v nX g =

n
= +

n—1

) X+ X+ +X
$1MYX Xy Xy = S X =Xy = X

n-1

Un caz particular a inegalitatii mediilor este urmatorul :

a) Fie n numere pozitive X, , X, .....x n , astfel incat X; - x,-....- X, =1, ne N".Sd se demonstreze ca

(1.2.14) X; +X,+ ... txp 2N,

b) Folosind inegalitatea de la punctul a) sa se demonstreze ca fiind date n numere pozitive a,,a,,....,a
este adevaratd inegalitatea:

a +a, +..+a
(1.2.15.) rfa,a, a, <212 n

n
¢) Utilizand rezultatul de la punctul b) sd se demonstreze ca :

(1.2.16.) tfaa, a, > 1 L

1
St
a, a, a

n

Demonstratie. Egalitatea se realizeaza pentru X, = X, =....=x, =1.Presupunem cel pufin X, # X;.

a) Etapa I. Verificare.
Este bine ca 1n etapa de verificare sd se pund in evidentd modalitdtile de trecere de la P(1) la P(2) , eventual
de la P(2) la P(3) , avand 1n vedere cé aceste modalitati se vor repeta in demonstrarea pasului de la P(k) la
P(k+1).
Evidentiem mai jos aceastd observatie:
P(1):” x;,=1= X, 21” evident adevdratd ;

EH ER) 3 A a 1 (Xl _1)2 = <
P(2): "X, *x,=1= X, + X, >2”adevarata intrucat X, + — > 2 << ———— >0 adevarata.

Xl Xl
P(3) ): 7 Xy X, Xg=1= X, +X,+ X5 237
Produsul mai multor numere pozitive fiind egal cu 1 impune ca cel putin unul si fie subunitar si altul
supraunitar.Presupunem x,< 1 si X; > 1; adicda 1-X,>0si X;+1 > 0. Plecand de la relatia de conditie si

folosind P(2) se scrie: X, (X, X3)=1=  X;+(X, X3) 22|+ (X,+X;)
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= XX, X+ (X, X5) 22+ X+ X saU
Xy X+ X3 22 +X,+ X3- X, X5 . Cum X,+ X;- X, X, + 223, deoarece aceasta se mai scrie (1- X,)(X;-1) =2 0

conform presupunerii. Din ultimele doua relatii , conform tranzitivitatii inegalitatilor rezulta P(3) adevarata.
Etapa Il . Presupunem P(k) adevarata si demonstram prin inductie matematica P(k+1)

a a
b) Fie X, = ——,..., X, = —"— .Deoarece X, X, ...,xp , astfel alesi satisfac conditia
" fa,.a " 1fa..a,
punctului a), adicd X, ‘x;....;xp =1 =
a +a, +...+a
=X, +X,+ ... +xp 20 adica {aa, a, < 2n "
11 1 : . . .
¢) Numerelor —,—,....,— i se aplica rezultatul obtinut la punctul b). Egalitatea are loc
a1 a‘Z an
pentru &, =a, =...=4a,
Pentru inegalitatea Huygens , adica
(1.2.9)
o/(a, +b,)(@, +b,)....@a, +b,) > Yaa,...a, +3bb,..b, 8,8, b by 50052,
alegem

P(n) : “pentru orice &;,8,,.....,&,,0,,b,,......b, >0,
2/(a, +b,)(@, +b,).....@, +b,) >1/a,a,....a, +3/bb,....b,
Inegalitatea verificatd cu egal dacd si numai daca n-uplele (a,a,,.....,a,)si (0,b,,.....b

proportionale”.
S& demonstram cd P(2) este adevaratd.Pentru a,,a,,0,,b, >0 avem

J(@ +b)(a, +b,) > Ja,a, +.bb, <

< (a, +b)(a, +b,) > aa, +bb, + 2\/aa,bh, < ab, +a,b, >2,/aa,bb, =

< (ab, +a,b,)* >4a,a,bb, < (a,b, —a,b)* > 0.

Inegalitatea este deci adevaratd si se verificd cu egal pentru (a,,a,) si (b,,b,) proportionale. Sa

presupunem in continuare cd pentru un n=2 fixat P(n) este adevaratid si si demonstram cd P(2n) este
adevaratd, Pentru @,,a,,.....,8,,,0,,0,,.....,0,, >0 avem

2/(a, +b,)(@, +b,).....@,, +b,,) =

> J(faa,..a, +1bb,..b,)4fa, 18,5 +1ByDy gDy ) >
2 \/Q/alaZ""an .van+lan+2""a2n + \/vblbzbn 'Q/bn+lbn+2""b2n =
=2/a,a,..a,, +4/bb,..b,, .

Am folosit succesiv inegalitatile din P(n) si P(2).Tindnd seama de acestea, inegalitatea din P(2n) se
verificd cu egal cand n-uplele (a,,a,,.....,a,) si (0,,b,,......b,) sunt proportionale, (a,.,,8,,,,---,8,,) $i

(b,..,b,.5,......0,,)  sunt  proportionale i  simultan (Q/alaz....an,Q/amlaw....aZn) si

@/b,b,...b, /b, ;b,.,.--0,,) sunt proportionale.Se constatd usor ci aceasta inseamna ¢ (a,,a,,....,a,) si

(b,,b,,....,b,) sunt proportionale, cu aceasta incheindu-se demonstratia lui P(2n). Sa presupunem acum ca
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P(n) este adevaratd, unde N>4 este fixat si s demonstram ca P(I’] —1) este adevdarata.Conform lui

P(n),pentru a,,a,,....,a,,,b,,b,,....b_, >0avem
”\/ (a, +b, Ya, +b,).(a,, +b,, )(n*\l/alaz...an_l +n3bb,..b, , ) >
> ”\/alaz...zaL,Hn—,}/alaz...aml +f{/b1b2...bnfln— bb,.b,, <
SN “\/ (a, +b,)a, +b,).(a, , +b, )(nf\l/ a,a,..a,, +"Jbb,.b,, ) >
>ndaa,..a,, +"Ybb,.b, , <
< i(a +b Na, +b,).(a,, +b,,)>"Jaa,.a,, +"Jbb,.b, ,
Aceastd inegalitate este verificatd cu egal dacd si numai daca n-uplele (al, ; T L alaz...an_l) si
(b,,b,,....0, ,,"Ybb,..b, ,)sunt proportionale,ceca ce inseamnd (a;,8,,...,8,,) si (0,0,,....0, ;)

proportionale.Deci P(n —1) este adevdrata si atunci,conform principiului de inductie Cauchy, P(n) este

adevarata,pentru orice N> 2.
Fiecare inegalitate din

n 1 1 1 n
(1.2.11) < + +...+ < ,
1 ata .ty 1+a, 1l+a, 1+a, 1/aa,..aq,
n

a,,a,,...,4, € (0,1), N > 2 ,se demonstreaza cu usurinta,prin reducere,in cazul n=2.
Trecerea de la cazul n la cazul 2n se face prin

2n 2
=n <
14 a +a,+..+a,, a+a,+..+a, N a, ., +a, ,+..+a,,
2n 1+ n n
2
n n
< + <
1+ a, +a, +...+an 14 a,, +a,,+..+a,,
n
1 1 1 1
+..+ + + +..+ =
1+ a, 1+a, l1+a,, 1l+a,, 1+a,,
1 1

+ ot
1+a, 1+a2 1+a,

in cazul primei inegalitati si prin

2n n 2 S n n

= > + >
1+%a,a,...a, 1+ \/Valaz Lay Vanﬂam By, IFa@y.ay,  1+ya,a,.,..a,,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
> + +....+ + + +....+ = + +....+ )
1+a, 1+a, 1+a, l1+a,, 1+a,, 1+a,,) 1+a, 1l+a, 1+a,,
in cazul celei de a doua inegalitate. Apoi trecerea de la cazul n la cazul n-1 se face alegind

(a,+a,+....+4a,,) .
N = 1 in cazul primei inegalitati si alegnd a, = "3J/a,a,....2,_, pentru cea de a doua.
n j—
Virtutiile inductiei Cauchy se pot vedea si din demonstratia inegalitatii :

(1.2.17.) [iZ:alia2i o jm < [iz_nl:ag"i j...[ga;?i j
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a, ~0,vhe{l2,...m} vke{l2,....n}, mn>2
Pentru m=2 aceasta este inegalitatea Cauchi-Buniakovski-Schwaz aplicata n-uplelor (aﬂ, a, ,....,ain)

si (aZl,aZZ,....,aZH). Sd presupunem ca inegalitatea este adevaratd pentru un M>2 arbitrar si sa o

demonstram pentru 2m. Avem
m

2m n 2
[Zayazu 2m|j :£ (aliazi""ami )(am+liam+2i""a2mi )j <

i=1

m m
1|a'2| j [Zam+l| m+2i * a'2mlj <

( 1
|l b B (B B (B
(Zar| S ) (Z%J

Sa consideram cd, pentru un m > 4 inegalitatea este adevaratd si si o demonstrdim pentru m -1.
Alegand a,; =™J/a;a,..a, 4 pentru fiecare ie {L.Z,.....n} in inegalitatea din cazul m obtinem
inegalitatea

n

(iz::aliam.... WJ [Zall)(zazlj (Zam hjz (a2 )"

Dupa simplificéri, inegalitatea devine
m-1

oa [zj(z][z}

in
E suficient sd inlocuim i cu © pentru a otine de aici inegalitatea (1.2.17) in cazul m-1.

Dupa o analiza atenta descoperlm un singur caz de egalitate pentru (1.2.17) si anume cele in care n-
uplele (a,,,a,,,...,a,, )k € {L,2,....m} ,sunt proportionale.

BIBLIOGRAFIE
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NOTIUNI DE TEORIA PUNCTULUI CRITIC

Dana KELE, Dana CORBA
Colegiul National ,,Onisifor Ghibu“ Oradea, profesor de matematica, kele_carmen@yahoo.com

Rezumat: Scopul acestui articol este de a prezenta notiunea de punct critic intr-o manierd cdt mai accesibild.
Consideram ca metoda grafica este o metoda de electie pentru intelegerea acestor notiuni, diferentele dintre punct
critic degenerat versus nedegenerat fiind evidente in reprezentarea graficad.

Cuvinte cheie: functie, punct critic

Fie functia f: D— R, f(x) =y. Se numeste punct critic al functiei f , punctul xo € & , cu
proprietatea cd f'(x,)= 0.

Exemplul 1: Fie functia f: R — R, f(x) = (2x? — 3x) - €%, derivabili pe R.

Calculam f'(x) =

[(2x* — 3x)-e*] = (2x* —3x) - e¥ + (2x° — 3x) - (e*) = (4x — 3) - e* + (2x° — 3x) -
e¥*=e*(2x"+x—-3),VxER Rezol
vand ecuatia: f'(x) =0, e*(2x*+x—3)=0,2x*+x —3 = 0, (e* = 0 ecuatie imposibila)
A=1—-4-2-(—3)=1+24=25

-1+5 : 3
X12= % = lsix,=—<

. . , 3

Punctele critice ale functiei fsunt x;, = 1six, = —-

Grafic 1.

Exemplul 2: Fie functia f': (0, ) —R, f(x) = x*, derivabila pe (0, «).
Pentru a determina £ (x) calculam
(Inf(x)) = (Inx*)" = (xInx)',obtinem deci % =Inx+1
2 fix)=x%-(14+Inx),Vx €(0,0m) ‘
Rezolvand ecuatia f'(x) = 0 obtinem x = ? € (0, ) ,punct critic al functiei f.
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Exemplul 3: Fie functia f: R — R, f(x) = In(x? + 2)(x* + 3)
Caleulim f'(x)= [In(x* + 2)(x* + 3)]' = g gy [22 (¢ + 3) + 2x(x" + 2)]
4x% + 10x
¥’ — H
o= e ™
f'(x) = 0,x = 0 punct critic

ER

Exemplul 4: Fie functiaf: R - R, f(x) =™ + ™3

Ecuatia f'(x) = 0se scrie 2e** = 3¢~ cu solutia unicd x = é{ln 3 — In 2) — punct critic al
functiei f.

Exemplul 5: f(x) = sin%%2x

Notim u(x) = sin 2x. Atunci, f(x) = u*° (x)
Calculam £'(x) = 50 - u*¥(x) - u' (x)=50- sin® 2x - (2 cos 2x) = 100 - sin*® 2x - cos 2x.

Punctele critice sunt solutiile ecuatiilor sin 2x =0, cos 2x = 0, deci x = T"’ k €.

Grafic 2

O clasificare a punctelor critice ar fi urmatoarea:
Punctele critice ale unei functii f: R — R se clasifica astfel:
- daca f"(x,) # 0, x, se numeste punct critic nedegenerat
- daca f"(x,) = 0, x, se numeste punct critic degenerat
Pentru exemplificare si intelegere, vom analiza graficul a trei functii:

w
T—

f(x) = x3
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f(x) = x4
Grafic 3

Functia f: R — R, f(x) = x? are punctul critic nedegenerat x = 0.
Pentru n > 3, punctul critic x = 0 al unei functii f: R — R, f(x) =x" este degenerat.
Analizand graficul celor trei functii si mai exact intersectia graficului cu axa absciselor, se observa
ca 1n cazul punctelor critice degenerate graficul tinde sd se apropie cu un grad mai mare de
tangentd de axa Ox decat in cazul punctelor critice nedegenerate.

Pentru a exemplifica si mai mult diferenta intre punctele critice degenerate si nedegenerate,
vom analiza urmatoarele situatii.

Din exemplul anterior am observat ca functia patratica are un punct critic nedegenerat x = 0
. Fie f: R—R, f(x) = x? — 3x + 5; am modificat astfel functia pitratici adaungand o functie liniara.
Ne punem intrebarea n ce mod acest lucru va modifica punctele critice ale functiei?

Calculam f'(x) = 2x — 3. Astfel, punctul x = % in care derivata se anuleaza este punctul critic
al functiei f. Calculand derivata a doua obtinem f''(x) = 2. Acest lucru ne indica faptul c¢a punctul
X = % este un punct critic nedegenerat al functiei f. Concluziondm astfel ca functia modificata are tot

un punct critic nedegenerat.

(8] 2 B 2
Grafic4

Asa cum am aritat anterior, functia f(x) = x* are x = 0 punct critic degenerat.
Pentru a observa ce se intdmpla in cazul punctelor critice degenerate, modificdm functia adaugand o
functie liniara si analizand urmatoarele cazuri cazuri:
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f:R-R, f(x)=x>+3x-1

Calculam f'(x) = 3x* + 3. Rezolvand ecuatia f'(x) = 0 observadm ci nu avem solutii reale, deci
nu avem puncte critice.

w

5 \/ 8

h:R-R, h(x)=x3-3x-1

Calculam h'(x) = 3x* — 3. Rezolvand ecuatia h'(x) = 0, obtinem punctele critice x, = 1 si

x, = —1L

Calculand derivata a doua obtinem ca g (x) = 6x ia valori nenule pentru x = +1 , deci punctele
critice sunt nedegenerate.
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|- 5 ! ! I

g R >R, gx)=-x3+3x-1.

Pentru functia g, coeficientul lui x3 este negativ. Calculim g'(x) = —3x? + 3. Rezolvand ecuatia
g'(x) = 0 obtinem punctele critice x; = 1 §i x, = —1.

Calculand derivata a doua obtinem ca g''(x) = —6x ia valori nenule pentru x = +1 , deci punctele
critice sunt nedegenerate.

Consideram ca, studiul existentei punctelor critice ale unei functii reale, determinarea naturii lor,
calculul derivatelor este o modalitate simpla si usor de aplicat de catre elevi pentru a gasi minime
sau maxime locale, pentru a realiza corect tabelul de variatie si reprezentarea geometrica a
graficului unei functii intr-un reper cartezian.
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EXTREMELE FUNCTIILOR DE GRADUL AL DOILEA

Gheorghe Marius MOLDOVAN

Colegiul National ,,Mihai Eminescu”, Satu Mare moldovanghita@yahoo.com

Rezumat: Problema extremelor in matematica gimnaziului i a liceului nu este un capitol de sine statator. Ea apare in
diferite capitole ale matematicii gimnaziale si liceu. Programele scolare nu mai prevad lectii de acest gen. Ramdne la
latitudinea profesorului sa se ocupe de aceasta problema unde tocmai se poate, atdt in gimnaziu cat §i la liceu.

Cuvinte cheie: extrem, functia , maxim, minin

Problema extremelor Tn matematica gimnaziului si a liceului nu este un capitol de sine
statator. Pare putin neglijatd in ultima vreme, desi este foarte importanta, se poate arita prin ele
elasticitatea gandirii elementare si cu derivata marimii ce depinde de una sau mai multe variabile.

Incepand cu capitolul de ,,Calcul algebric”, dupa insusirea formelor de diferentd de patrate,
formula binomului se pot introduce probleme de extrem.

Problemele de maxim si minim sunt printre cele mai frumoase si interesante probleme
abordate de matematica. O parte din acestea pot fi solutionate elementar.

Extremele functiilor de gradul al doilea.

Fie functia de gradul al doilea f: R — R definitd de f (X) =ax’ +bx+c, undea=0. Daci

b

2
) ) A
se aduce functia la forma canonica f(X)za(X+2—j —4—, rezultd ca pentru a>0,
a a

i A . .. A
flx) = (—f—ﬂ,m) care are cantitatea T2 cea mai micd valoare a functiei: f =_E pentru

X= —E, iar pentru a<0 f(x) = —co, — = din care AL fax PENtrUX = —i.
2a Ha 2a 2a

Exemplu:
Sa se determine valoarea minima a expresiei
E(x,y)=3x"+2y?—2xy+4x—2y+3 unde x,uell .

Rezolvare:

Ordonam E(x,y); avem:
E(x y)=3x*-2x(-2+y)+2y* -2y +3,functie de gradul al doilea cu

A
a>0= E(X,y)>—4—x,inraportinx.
a

X

Dar A=4(y+2)" -12(2y’ -2y +3) si

—2) -3(2y* -2y +3 _2Y —3(2y? -
_A:_4[(y )’ -3(2y* -2y + )L_(y 2)'-3(2y°-2y+3) 5" 2y 5 funcrie de
43 4.3 3 3 3 9

gradul doi in raport cu y deci
2
5y 2y 5, A
3 3 3 4a

y
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32

Ayt B9 32, A3
9 9 9 3 4a, 45
3

Deci E(X, y)Zg care realizeaza pentru X:_g’y:%’ E(X,y)min =g

Exemplu:
Sa se determine valoarea minima a expresiei:

E(x,y,z)=x*+y*+22° +2x—-8y+4z-2 unde x, v,z € R.
Rezolvare:

Uneori valoarea expresiei cu trei variabile este greoaie la fel si tratarea ca trei functii
succesiv in X,y apoi in z .
Rezultat mai rapid se obtine scriind expresia E ca suma de patrate. Astfel E(x,y,z) va avea forma:
E(xY,2) :(x—l)2 +(y—4)2 +2(z+1)2 -21
Cum un pétrat perfect este totdeauna pozitiv , va fi E(x,y.z)>-21Vx,y,zell iar egalitatea se
realizeaza pentru x=-1, y=4,z=-1. E_, =-21
Exemplu:
Pe laturile dreptunghiului ABCD cu AB=a si BC=b sunt situate punctele M,N,P si Q astfel ca
AM=BN=CP=DQ=x.

Sa se afle minimul ariei paralelogramului MNPQ cand x variaza.

Rezolvare:

[ABCD]=[AMQ]U[BMN ]U[CNP]U[DPQ]=

Amro = Pusco — 2Amio —2Auey =ab—x(b—x)—x(a—x)

fiind x € [O,c] unde c=min {a,b}

Ampq =2X* —(a+b)x+ab

Se considera restrictia acestei functii pe [a,b]

P(x)=2x’ —(a+b)x+ab,A:(a+b)2 —8ab=a’—-6ab+b*>0

202



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

2
Xiin =aT+b,min P(x)= p(xmm)zw

Iar 1n capitolul ,,Functia de gradul al II-lea” apar extremele functiei de grad II — probleme de
extrem.

Exemplu
Fief:R - R, f(X) = x* + (2m-1) + m -2.
Sa se determine m €R a.i. min f(x) = 4
4m* —4m+1-4m+8
n -
4m?—-8m+ 9 =-16 Am?>—8m+25=0=m € ¢.

A:r0:>fmin:— 4=

Cu ajutorul naturii rddacinilor ecuatiei de grad II se pot rezolva probleme de tip: gaseste

2
. .. ax“+bx+c .
valorile extremelor functiei y=———2"—"1 care se reduc la ecuatia

a,x* +b,x+c,

y:R—>R

(a1 — azy) X% + (b1- boy) X + ¢1 — 2y =0 cu X, Y € R numai pentru A > 0 = rezulti solutii de
forma:

a) Yy €[m, ) = m este minimul fractiei

b) y € (-0, M) = M este maximul fractiei

c) y e [m, M] = m, M — extremele (minim, maxim) ale functiei

si alte probleme de extrem.
Alte Exemple:

1.) Din mulfimea triunghiurilor cu perimetrul 2p sa a se determine cel de arie maxima.
Aria triunghiului este data de formula lui Heron

A=p(p-x)(p-y)(p-2) p="—2"%

triunghiului.
Functia A: (0, oo) — (0, oo) este o functie strict crescatoare ,iar p este o constantd , maximul ariei sa

unde p semiperimetru si X,y,z sunt lungimile laturilor

va obtine simultan cu cel al produsului (p—x)(p—y)(p—z) ai carui factori au suma
(p—x)+(p—-y)+(p—2)=3p—(x+y+z)=3p—2p=p deci constanti.

Atunci maximul ariei se va obtine pentru factorii egali

2
P—X=p—y=p-z,adica x=y=z=%p S A - pgx/§

fiind triunghiul echilateral.

2.) Dintr-o foaie dreptunghiulara de tabla de arie A=192 cm? sa se confectioneze un rezervor
paralelipipedic fara capac , de volum maxim.

Rezolvare:
Daca dimensiunile bazei rezervorului sunt x i y iar z Tnaltimea, si notam cu V volumul, vom
avea: xy+ 2( yz +xz) =192 iar V(x,y,z)=xyz
Produsul  termenilor  sumei  din  primul  membru al ariei va fi
(xy)(2yz)(2xz) =4x*y*z* =4V? care isi atinge maximul simultan cu V. Conform teoremei
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demonstrate maximul se obfine pentru xy=2yz=2xz de unde x=y=2z care inlocuita in arie vom avea
3xy=192 sau 3x*> =192, x* =64,x=y =8,z =4.
V.. =256cm’

3) Sa se determine maximul functiei:
1
) = Gr—D(A-201 -0, £: G 1) SR

Rezolvare:

Functia f(x) este produsul a trei factori pozitivi cu suma constantd (3x-1)+(4-2x)+(1-x)=4
constanta.

Pe de altd parte 3x-1=4-2x=1-x este incompatibil.

Pentru gasirea solutiilor se procedeaza asfel:

Se inmulteste functia f(x) cu Al aranjandu-le convenabil
Apf (x)=(32x—2)(4u—2ux)(1-x) si suma expresilor din cele trei paranteze:
(3&—2y—1)x+4,u—2+120 este constantd numai dacd3A-2u-1=0,, atunci din

1-x 1-x .
A(3X-1)=u(4-2x)=1-x,A= e care se inlocuiesc in 31-2u-1=0 se
(3x=1)=u(4-2x) ax-1"""2(2-x) a

obtine ecuatia de gradul al doilea 9x* —20x+9 =0 cu solutie acceptabila

10—+19
=T

10-+19
9

. Acesta este punctul de maxim global al lui f'si max f = f ( J ~4,43.
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VALENTE FORMATIVE ALE ACTIVITATII DE REZOLVARE A
PROBLEMELOR

luliana MOLDOVAN

Scoala Gimnaziala ,,Grigore Moisil” Satu Mare, jud. Satu Mare, iu_moldovan@yahoo.fr

Rezumat: Efortul pe care il face elevul in rezolvarea constientd a unei probleme presupune o mare mobilizare a
proceselor psihice cognitive, volitive si motivational-afective. Dintre cele cognitive, cea mai solicitatd §i antrenatd
este gdndirea, prin operatiile logice de analizd, sintezd, comparatie, abstractizare si generalizare.

Cuvinte cheie: comparare, analizd, sintezd, abstractizare, generalizare

.,Cea mai inalta formd a gandirii pure exista in matematica.”
Platon

Activitatea de rezolvare de probleme are bogate valente formative in personalitatea elevilor. In
cadrul ei, acestia isi valorifica cunostintele matematice i sunt pusi in situatia de a descoperi ei insusi
modalitati de rezolvare, de a descoperi solutia, de a formula ipoteze si apoi de a le verifica, de a face
asociatii de idei si corelatii inedite. Deci rezolvarea problemelor pune la incercare in cel mai inalt grad
inteligenta, motiv pentru care si in ciclul primar programa de matematica acorda problemelor o foarte
mare atentie.

Prin rezolvarea problemelor de matematica elevii isi formeaza deprinderi eficiente de munca
intelectuala, care se vor reflecta pozitiv si in studiul altor discipline de invitimant. In acelasi timp,
activitatile matematice de rezolvare si compunere de probleme contribuie la imbogatirea orizontului de
culturd generala al elevului prin utilizarea in continutul problemelor a unor cunostinte pe care nu le
studiaza la alte discipline de invatamant. Este cazul informatiilor legate de distanta, viteza, timp, pret de
cost, plan de productie, norma de productie, cantitate, dimensiune, greutate, arie, durata unui fenomen etc.

Problemele de aritmetica, fiind strans legate prin insusi enuntul lor de viata, de practica, dar si de
rezolvarea lor, genereaza la elevi un simt al realitdtii de tip matematic, formandu-le deprinderea de a
rezolva si alte probleme practice pe care viata le pune in fatalor. Rezolvarea sistematica a problemelor
de orice tip sau gen are drept efect formarea la elevia unor seturi de priceperi, deprinderi si atitudini
pozitive care le dau posibilitatea de a rezolva in mod independent probleme, de a compune ei ingisi
probleme.

Prin continutul lor, prin tehnicile de abordare si solutionare utilizate, rezolvarea problemelor de
matematica conduce la formarea si educarea unei noi atitudini fatd de munca,a spiritului de disciplina
congtienta, dar si a spiritului emulativ, a competitiei cu sine insusi si
cu altii. Nu putem omite nici efectele benefice pe planul valorilor autoeducative, al conduitei rezolutive.

Introducerea elevilor in activitatea de rezolvare a problemelor se face progresiv, antrenandu-i in
depunerea de eforturi marite pe masura ce inainteaza in studiu si pe masura ce experienta lor rezolutiva se
imbogateste. Astfel, odata cu invatarea primelor operatii aritmetice (de adunare si scadere) se incepe
rezolvarea pe cale orala si pe baza de intuitie, a primelor probleme simple. Treptat, elevii ajung sa rezolve
aceste probleme si in forma scrisd. Un moment de salt il costituie trecerea de la rezolvarea problemelor
simple la rezolvarea problemelor compuse.Varietatea problemelor pe care le rezolvd elevii sporeste
efortul mintal si eficinta formativa a activiatii de rezolvare a problemelor. Trebuie sa delimitdm nsd doua
situatii in rezolvarea problemelor, situatii care solicitd in mod diferit mecanismele intelectualeale elevilor:

a) Cand elevul are de rezolvat o problema asemanatoare cu cele rezolvate anterior sau 0
problema-tip (care se rezolva prin aceeasi metodd, comund tuturor problemelor de tipul
respectiv). In acest caz elevul este solicitat si recunoasca tipul de problema caruia ii apartine
problema datd. Prin rezolvarea unor probleme care se Incadreazd in aceeasi categorie, avand
acelasi mod de organizare a judecatilor, acelasi rationament, in mintea elevilor se fixeaza
principiul de rezolvare a problemei, schema mintald de rezolvare. In cazul problemelor tipice,
aceasta schema se fixeaza ca un algoritm de calcul, algoritmul de rezolvare a problemei.

b) In cazul cand elevul intilneste probleme noi, necunoscute, unde nu mai poate aplicao
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schema mintald cunoscuta, gandirea sa este solicitatd Tn gasirea caii de rezolvare. Experienta si
cunostintele de rezolvare, desi prezente, nu mai sunt orientate si mobilizate spre determinarea
categoriei de probleme si spre aplicarea algoritmului de rezolvare. Elevul trebuie ca, pe baza
datelor si a conditiei problemei, s descopere drumul spre aflarea necunoscutei. in felul acesta
realizeaza un act de creatie, care consta in restructurarea datelor propriei sale experiente si care
este favorizat de nivelul flexibilitatii gandirii sale, de capacitatea sa combinatorica si anticipativa.
In rezolvarea unei probleme, lucrul cel mai important este construirea rationamentului de
rezolvare, adicd a acelui sir de judecati orientatecatre descoperirea necunoscutei.

Rezolvarea oricirei probleme trece prin mai multe etape. In fiecare dintre aceste etape, datele
problemei apar in combinatii noi, reorganizarea lor la diferite nivele ducand catre solutia problemei. Este
vorba de un permanent proces de analizd si sintezad (prin care elevul separa si reconstituie, desprinde si
construieste rationamentul care conduce la solutia problemei), de o imbinare aparte a analizei cu
sinteza, caracterizata prin aceea ca diferiteleelemente luate in consideratie isi dezvaluie mereu noi
aspecte (analiza) in functie de combinatiile in care sunt plasate (sinteza).

Procesul de rezolvare a unei probleme presupune deducerea si formularea unor ipoteze si
verificarea lor. Dar formularea acestor ipoteze nu este rezultatul unei simple inspiratii, ci presupune atat
un fond de cunostinte pe care elevul le aplica in rezolvarea problemelor, cat si0 gama variata de
ipotetice care ne vin in minte in legatura cu problema pusa) nu apar la intamplare. Ele iau nastere pe baza
asociatiilor, pe baza cunostintelor asimilate anterior. Cu cat cunostintele sunt mai profunde, cu atat
sansele ca ipotezele care se nasc In mintea rezolvitorului il conduc mai repede la o solutie, cu cat fondul
din care sunt alese ipotezele este mai bogat cu atat solutia este mai bund. De aceea, in orice domeniu,
capacitatea de a rezolva probleme complexe este conditionata de o solida pregatire de specialitate, dar si
de cultura generala.

In rezolvarea problemelor intervin o serie de tehnici, procedee, moduri de actiune, deprinderi si
abilitati de munca intelectuald independenta. Astfel sunt necesare unele deprinderi si abilitati cu caracter
mai general cum sunt: orientarea activitatii mintale asupra datelor problemei, punerea in legatura logica a
datelor, capacitatea de a izola ceea ce este cunoscut de ceea ce este necunoscut, extragerea acelor
cunostinte care ar putea servi la rezolvarea problemei precum si unele deprinderi specifice referitoare la
detaliile actiunii (cumsunt cele de genul deprinderilor de calcul).

Cu toatd varietatea lor, problemele de matematica nu sunt independente, izolate, ci fiecare
problema se incadreaza intr-0 anumita categorie. Prin rezolvarea unor probleme carese incadreaza in
aceeasi categorie, avand acelasi mod de organizare a judecatilor, deci acelasi rationament, in mintea
copiilor se contureaza schema de rezolvare, ce se fixeaza ca unalgoritm sau un semialgoritm de lucru,
care se invatd, se transfera si se aplicd la fel ca regulilede calcul. Aflarea caii de rezolvare a unei probleme
este mult mai usuratd in cazul in care elevul poate subsuma problema noud unei categorii, unui tip
determinat de probleme, deja cunoscute. Dar aceasta subsumare se poate face corect numai daca elevul a
inteles particularitatile tipice ale categoriei respective, rationamentul rezolvarii ei, daca o poatedescoperi
si recunoaste in orice conditii concrete s-ar prezenta problema (domeniul la care se refera, marimea si
natura datelor etc.).

De o mare importanta in rezolvarea problemelor este intelegerea Structurii problemeisi a logicii
rezolvarii ei.

Elevul trebuie sa cuprinda in sfera gandirii sale intregul ,,film” al desfasurarii rationamentului si
sa-| retina drept element esential, pe care apoi sa-lI generalizeze la intreaga
categorie de probleme. Pentru a ajunge la generalizarea rationamentului comun al unei categorii de
probleme, elevii trebuie s aiba formate capacititile de a analiza si de a intelege datele problemei, de a
sesiza conditia problemei si de orienta logic sirul de judecati catre intrebarea problemei.

Cand se rezolva o problema compusa, aparent elevul rezolva pe rand mai multeprobleme simple.
In esentd, nu este vorba de probleme simple care se rezolva izolat. Acestea fac parte din structura
problemei compuse, rezolvarea fiecareia dintre ele facandu-se in directia aflarii necunoscutei, fiecare
problema simplad rezolvata reprezentand un pas inainte, o verigd pe calea rationamentului problemei
compuse, de natura sa reduca treptat numarul datelor necunoscute.
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Locul si rolul problemelor in dezvoltarea gandirii logice si creative

Rezolvarea problemelor are un rol educativ, prin contributia valoroasa pe care o aduce la
dezvoltarea facultatilor mintale, cu deosebire la dezvoltarea judecatii antrendnd in cea mai mare masura
operatiile logice de analizi si sinteza, de comparatie, abstractizare si generalizare.

Activitatea gandirii se manifestd in mod esential in rezolvarea de probleme, prin mijlocirea
cunostintelor atunci cind in calea activitatii practice sau teoretice apare un obstacol, iar daca acest
obstacol nu existd, dacd scopul poate fi atins pe baza deprinderilor formate anterior si a unor rezolvari
existente de-a gata in experienta castigatd, atunci gandirea nu va fi confruntatd cu 0 problema noua, deci
nu va exista o problema de rezolvat.

O problemi este cu atit mai dificila, cu cat diferd mai mult de acelea pe care le-am rezolvat
anterior si deci cu cat situatia noua cere o restructurare mai adanca a experientei trecute.

Caracterul abstract al gandirii de cunoastere senzoriala si de activitate practica, se realizeaza de
catre invatator incepand din clasa |. Deci pentru a fi intelesi de elevii mici in ceea ce explicam, iar ei sa
poatd gandi si asimila, trebuie sa folosim material didactic, care infatiseaza obiecte, fenomene, animale,
flori, pasari.

Se poate spune deci, cd intentia reprezinta primul pas pe calea care duce la cunoasterea lumii
reale, la sesizarea proprietitilor interioare ale lucrurilor, la stabilirea pe baza unor procese de gandire a
legilor stiintifice. Datorita intuitiei se formeaza mai repede si mai clar, reprezentirile si notiunile despre
obiecte, fapte si fenomene, sunt sesizate mai bine legaturilesi dependenta dintre ele. Dar elevul mic
trebuie sa ajunga la stadiul acela care permite ca pebaza reprezentarilor spatiale si a gandirii sa rezolve
probleme ce se pun fara ajutorul materialului intuitiv.

Se pot face urmatoarele precizari:

-Lipsa materialului intuitiv frAneaza insusirea cunostintelor, procesul de formare a reprezentarilor
spatiale;

- Abuzul materialului intuitiv francaza formarea si dezvoltarea gandirii abstracte,
ingreuneaza procesul de abstractizare si generalizare. Cu alte cuvinte existd doud extreme de care
trebuie sa ne ferim: ignorarea intuitiei si exagerarea folosirii.

La inceput multi copii se desprind greu de obiectele concrete in procesul gandirii. Se observa ca
ei nu pot socoti daca nu au la indemana material didactic si recurg frecvent la socotitul pe degete, ceea ce
demonstreaza ca gandirea scolarului de varsta mica mai pastreaza in mare masura un caracter intuitiv:

Educarea gandirii ca orice fenomen educational este mediata de particularitatile psihice
ale copiilor;

J. Piaget mentioneaza ca "in societatea contemporana insasi conditia de existenta a omului se
concentreaza tot mai mult catre inteligenta si creativitate, adica inteligenta activa".

A rezolva o problema de matematica inseamnd ca din datele cunoscute sd deducem necunoscuta
care se afla in relatii neexprimate in textul problemei si care trebuie descoperit.

Practic in rationamentul problemei intervine rationamentul matematic; care va fi cuatit mai
complex i mai riguros cu cat necunoscuta se gaseste in relatii mai indepartate, mai mascate de datele
cunoscute ale problemei. Procesul rezolvarii unei probleme se prezintd ca o activitate mintald in cautare,
in cursul cdreia in baza datelor problemei sunt emise diferite ipoteze care sunt supuse verificarii pe rand.

Selectionarea si ordonarea problemelor dupa gradul de dificultate pe care il ridica in rezolvare 1i
ajutd pe copii sa parcurgad drumul ascendent al formarii capacitatilor necesare rezolvirii problemelor
printr-un efort gradat, printr-un antrenament permanent.

Rationamentul de rezolvare a problemei se poate generaliza la niveluri diferite si cu cat nivelul
de generalizare este mai inalt, cu atat principiul de rezolvare este mai cuprinzitorsi se aplica la un
numar mai mare de probleme. Pentru a forma la elevi o gandire creatoare trebuie pusi in situatii diferite,
mereu noi. In acest scop se utilizeaza o varietate de procedee:

- Dezvoltarea si complicarea treptata a unei probleme rezolvate;

- Rezolvarea problemei prin mai multe procedee si alegerea caii cele mai economicoase,
reformarea problemei prin introducerea necunoscutei drept cunoscuta si altele.

ezolvarea problemelor exercita 0 influenta formativa asupra elevilor pe tot parcursul studierii
matematicii.
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Cu cat Tnaintam catre clasele mai mari, cu atat mai mult acestea se refera la formarea unei gandiri
profunde si perspicace, a exactitatii si corectitudinii, a spiritului de initiativa si independenta.
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EDUCATIA SI PROVOCARILE LUMII CONTEMPORANE. ROLUL
EDUCATIEI iN CONTEXTUL ACTUAL

Daniela MORARU

Scoala Gimnaziala nr.1, Berceni, jud. lIfov, profesor de matematica, morarudanal9@yahoo.com

Rezumat: Rolul si formele educatiei in societate, selectarea si transmiterea valorilor de la societate la individ,
transmiterea §i asimilarea unui volum de valori stiintifice si umaniste.
Cuvinte cheie: educatie, valori, formare.

ROLUL SI FORMELE EDUCATIEI IN SOCIETATE

Educatia, etimologic provine de la "educatio" - crestere, formare; dar isi are originea si In "educo-
educare" - a creste aforma, a instrui; respectiv “educo-educere™ - a ridica, a inalta. Educatia
insumeaza actiunile - deliberate sau nedeliberate, explicite sau implicite, sistematice sau
nesistematice - de modelare si formare a omului din perspectiva unor finalitati racordate la reperele
SOCio - economico — istorico - culturale ale arealului in care se desfasoara.

Din perspectiva sociologica definim educatia, ca ,,ansamblu de actiuni sociale de transmitere a
culturii, de generare, organizare si conducere a invatarii individuale si colective”, care include in
sfera sa atat instruirea tinerei generatii in institutii cu scop educativ, cat si influentele educationale ale
diferitelor contexte sociale. Educatia este activitatea complexa realizata in cooperare de educator si
educabil 1n vederea formarii si autoformarii asistate, cu scopul dezvoltarii personalitatii si sadirii unei
mentalitdti pozitiv-constructive. Educatia, are drept scop esential scoaterea fiintei umane din starea
primara, biologicd si ridicarea ei spre starea spirituald, culturalizatd. Educatia indica nivelul de
instructie, de culturd, de conturare a diferitelor componente ale personalitatii in urma influentelor
educationale. Educatia privita ca rezultat implica o judecata de valoare referitoare atat la calitatea
educatiei, cat si a individului

Vorbind despre functiile educatiei, precizam cduna dintre ele se refera la selectarea si
transmiterea valorilor de la societate la individ. Se realizeaza, in acest fel, un proces de adaptare a
acestuia la mediu, constituit din totalitatea valorilor sociale elaborate si incorporate in cultura si
civilizatie. Este acea componenta a educatiei prin care se urmareste transmiterea si asimilarea unui
volum de valori stiintifice si umaniste, selectat din patrimoniul cultural al omenirii, prelucrat si
sintetizat in concordanta cu stadiul dezvoltarii psihice a copilului, concomitent cu formarea calitatilor
si capacitatilor intelectuale.

Educatia intelectuala: contribuie la pregdtirea generald si fundamentala a individului,
asigurandu-i pe langa orizontul general de cultura si capacitatile intelectuale necesare oricarei
dezvoltari si activitati. Prin continutul si obiectivele urmarite, educatia intelectuala asigura nucleul
valoric al personalitatii si un nivel al dezvoltarii intelectuale, indispensabile realizarii celorlalte
laturi ale educatiei.

Educatia morala : Este o latura aeducatiei care ca scop formarea profilului moral al

personalitatii si al comportamentului socio-moral al individului.
Educatia non-formala a fost definita de cétre J. Kleis, drept “orice activitate
educationald, intentionatd si sistematica, desfasuratd de obicei in afara scolii traditionale, al carei
continut este adaptat nevoilor individului si situatiilor speciale, in scopul maximalizarii invatarii si
cunoasterii si al minimalizarii problemelor cu care se confrunta acesta in sistemul formal, stresul
notarii in catalog, disciplina impusa, efectuarea temelor etc.”
Educatia informala se refera la experientele zilnice ce nu sunt planificate sau organizate si conduc
catre o invatare informald. Cand aceste “experiente sunt interpretate de catre cei mai in varsta sau
de catre membrii comunitétii ele se constituie in educatie informala.”
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Educatia informala este procesul care seintinde pe toata durata vietii, prin care
individul dobandeste informatii, 1si formeaza priceperi si deprinderi, isi structureaza convingerile
si atitudinile, se dezvolta, prin intermediul experientelor cotidiene.
Educatia formala: cuprinde totalitatea activitatilor si a actiunilor pedagogice desfasurate si
proiectate institutional, In gradinite, scoli, licee, universitdti, centre de perfectionare etc, in cadrul
sistemului de Invatdmant, Tn mod planificat si organizat pe niveluri si ani de studii, avand finalitéti
educative bine determinate. Ea se realizeazd in cadrul unui proces de instruire realizat cu
rigurozitate, In timp si spatiu: planuri, programe, manuale, cursuri, materiale de invatare.
In conditiile unei evolutii rapide a societatii si implicit a educatiei si cunoasterii, multe dintre
cunostintele si practicile valabile astazi vor fi maine depasite, invechite. Este de asteptat ca intr-0
perioada marcata de atdtea mutatii tehnologice si de aparitia unor noi forme de organizare a
educatiei si amuncii, competentele specifice sa devina si ele rapid depasite. Nevoia
de reactualizare, de educatie si invatare continua vor fi in crestere. Dar ceea ce este mai
important este faptul ca nevoile de cunoastere si de actiune ale societatii si ale membrilor ei vor fi
altele decat cele de pana acum.
Educatia poate fi inteleasa in sens restrans sau in sens larg.
Educatia in sens restrans se refera la educatia formala (in gradinite, scoli, licee, facultiti) Educatia
in sens larg :
1.educatia parintilor — primul tip de educatie de care are parte copilul
2.educatie din partea familiei largite (alte rude, prieteni de familie, cunoscuti, vecini, colegi
de-ai périntilor, nasi etc)
3.educatie din experienta de viata — tot ce se intdmpla in jurul copilului reprezinta o forma de
educatie pentru el (aici intra: educatia strazii — tot ce vede, aude, traieste individul pe strada,
educatie din relatiile cu diferite entitati publice si private, educatie din relatia cu statul (politic
si administrativ)
4.educatie din anturaj (copii din fata blocului, colegi de gradinita, scoala, liceu, facultate, prieteni,
cunoscuti etc)
5.educatia formala (cresa, gradinita, scoala, liceu, facultate, si orice alte cursuri, seminarii, intalniri
cu scopul concret de a invata ceva)
6.autoeducatie (/autoeducare) —foarte importanta, bazatd pe cele anterioare, este educatia care
dezvolta si imbunatiteste toate invataturile primite anterior, care trage concluzii in urma
informatiilor stiute si experientelor traite, si creeaza noi informatii utile.
Educatia indivizilor poate fi proasta, sau buna (corectd). O educatie proasta Se observa
atunci cand comportamentele individului mai mult dduneaza societatii in care individul traieste, iar
educatia buna/corecta se vede atunci cand individul aduce mai multe beneficii societatii decat
daune.
Educatia formala obligatorie (scoald generala, liceu) ar trebui sa cuprinda obligatoriu trei
componente majore:
1.Educatie pentru o culturd generala de baza/esentiala (scoala primara)
2.Educatie cu accent pe ANUMITE domenii (detalii) (liceu)
3.Educatie cu accent pe TOATE CELELALTE DOMENII relevante si foarte importante
pentru om.
Educatia are rolul de a modela societatea prin intermediul formarii corespunzatoare a membrilor sai.
Ne referim in acest context atat la dimensiunea formala a sporirii accentului pus pe educatia pentru
democratie si pe educatia interculturala cat sila dimensiunea informala a dezvoltarii tolerantei
individuale si a sentimentelor de respect reciproc, a capacitatii de intelegere a faptului ca acceptarea
diversitatii reprezinta, in ultima instanta, conditia fundamentala a libertatii personale. Relativ la
scopurilor si obiectivelor asumate, educatiei 1i revin sarcini complexe si variate. Avem in vedere, in
primul rand, faptul ca una dintre coordonatele primordiale ale libertatii este cunoasterea, cunoscut
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fiind faptul ca (cf. Cucos, C., 1996, p.22) "istoria umanitatii poate fi lecturatd si ca istorie a
pedagogiilor ascunderii, disimularii Si interzicerii, inegalitatile provenind din distribuirea
preferentiala a ideilor”.

Este necesar ca demersurile anterior mentionate sa fie dublate la nivelul realitatii educationale de tip
scolar de o serie de actiuni instructiv-formative destinate incurajarii permanente a libertatii de
gandire, actiune si exprimare a celor care se educa. Elevii vor fi astfel stimulati sa emita opinii
personale, sa-si dezvolte gandirea divergenta si spiritul critic, sa genereze controverse de idei si sa-
si argumenteze punctele de vedere. In acest sens, profesorul va initia activitti care sa favorizeze
atat asumarea libera de catre elevi a unor finalitati actionale personale cat si intreprinderea unor
demersuri concrete de atingere a acestora, demersuri aflate la latitudinea elevilor in cauza.
Asigurarea unui climat educational adecvat incurajarii libertatii de actiune si gandire a elevilor
presupune incurajarea initiativelor personale ale acestora, existenta unei ambiante scolare flexibile
si instituirea intre profesor si clasa a unor relatii bazate pe cooperare si nu pe dominare sau
vasalitate autocratica, pe autoritate si nu pe exercitarea discretionara a puterii. Importanta implicarii
active a educatiei in raport cu problematica libertatii umane este cu atat mai evidenta cu cat, asa
dupa cum preciza Finkielkraut (cf. Cucos, C., 1996, p.86), in prezent omul a devenit un
conglomerat de nevoi pasagere, uitand ca libertatea este altceva decét puterea de a schimba o determinare
iar cultura este ceva mai mult decét o pulsiune care trebuie satisfacuta.
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DRUMURI DE VALOARE OPTIMA. APLICATII
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Rezumat: In matematica aplicatd si informaticd, studiul grafurilor joacd un rol crucial in modelarea si solutionarea
problemelor complexe din diverse domenii, de la retele de telecomunicatii la planificarea traseelor si optimizarea
logistica. Lucrarea de fata se concentreaza pe identificarea si analiza drumurilor de valoare optima in cadrul
grafurilor, o temad de mare importantd pentru optimizarea resurselor si eficientizarea proceselor.

Cuvinte cheie: algoritm, drum de valoare optima

INTRODUCERE

Algoritmii studiati, in cadrul prezentei lucrari, cum ar fi Ford si Bellman-Kalabaf, ofera
solutii robuste pentru provocarile Intdmpinate in retele complexe, demonstrind flexibilitatea si
eficacitatea lor 1n scenarii variate, de la navigatia GPS la optimizarea retelelor de comunicatii. Desi
fiecare algoritm are limitarile sale, adaptabilitatea lor in fata diverselor tipuri de grafuri si probleme
specifice ilustreaza utilitatea continud in domeniul informaticii si ingineriei.

Prin explorarea metodelor diverse de reprezentare a grafurilor si algoritmilor specifici pentru
determinarea acestor drumuri, lucrarea contribuie la intelegerea profundd a modului in care
grafurile pot fi utilizate pentru a optimiza diverse procese in contexte aplicative.

Aceastd lucrare deschide calea catre explorarea ulterioard a noilor algoritmi si metode de
optimizare, sugerand cd cercetarea in acest domeniu este vitala pentru avansarea tehnologica. De
asemenea, integrarea tehnicilor de inteligentd artificiald si Invatare automatd ar putea oferi
imbunatatiri semnificative 1n eficienta si acuratetea gasirii drumurilor de valoare optima.

1. Algoritmul lui Ford
Se aplica la toaate grafurile valorizate care nu contin un circuit absorbant. El permite
determinarea drumului de valoare minima intre doua varfuri x; la x,. In plus, pentru fiecare arc

Fig. 1
Deoarece se urmareste determinarea drumului de valoare minima intre x, si x 5 sevva lua

. . . (1 .
in considerare deumul care trece prin x; de valoare 4, ) = A+ u[xi,x}-) < 4;. Pe baza celor de mai

SuUs avem:
Pasul 1: Atagdm varfului x;, € X, i = 1,n, valoare
A, = v(u),u = [x,* x,], (prin conventie A, = 0).
Pasul 2: pentru x; € X si (xi;:;}.j € I vom pune
L1
H,}. =i+ u[-_xt-,x}-), daca4; —4; = u[xi,x}.)
1 _ -
A=A, dacd A; — &, < v(x,x;).
Pasul 3: Drumul (drumurile) cdutat este determinat de arcele care satisfac egalitatea
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(%) (k) _
A7 —AT = u[ixi,x}-).
Dacd in algoritmul lui Ford vom considera la pasul 2:
pentru x; € X si (x;,x;) €T

A= A+ u[xi,x}-), daca 4,-4; < u[xi,x}-)

j
A,;.i} = A, daca A,-4, = v[xi,x}-},
se obtine drumul de valoare maxima.
In cazul in care o valoare a indicelui j se repetd de g ori, inseamna cp in graf exista g drumuri de
aceeasi valoare minima (maxima).
Exemplu 2.1. Pentru transportul pe calea feratd a unor marfuri de la localitatea x, la localitatea x,
se pot utiliza liniile ferate existente intre localitatile x,, i = 0,8. Distanta, timpul necesar alimentarii,
solicitarea liniilor etc. determind timpul necesar parcurgerii drumului dintre localitati. Sa se
determine localitatile si ordinea in care ele trebuie parcurse astfel incat timpul in care produsele
ajung din x, in xg sa fie minim.

In graful din figura 2 am reprezentat prin puncte localititile, iar pe fiecare arc este notat
timpul necesar parcurgerii sale. Determinati timpul minim, in care produsele ajung din x, in x, se

reduce la determinarea drumului de valoare minima din acest graf.

Pasul 1

JIS 0 3 5 3 6 7 1 8 14
Tabel 2.1.

[.'XE-,R'}-) v[xi,xj) A —
(xp.%y)
(xg:%3)
(xq:%3)
(xq:%5)
(x4,%5)
(x4,%5)
(25, 25)

(x5,x4)

[x 2% 5)

Pasul 2
_;'l,l:_l} _ _;l,ll:l

w

NW W AN NW O W] s

AlWWEADNNW O
N R WEADNNWOIW
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(2,5,x5) 9 10 9
(25,x4) 3 5 3
(25,%5) 5 5 5
(25.%5) 4 0 2
(xg,2x,) 5 1 -1
(2o, xg) 3 5 3
(g x5) 3 -4 -2
(xg,xg) 4 3 4
(25, x2) 2 -1 -1
(27, xg5) 7 7 6
Tabel 2.2.2.

Pasul 3
Se citesc drumurile din arcele pentru care elementele de pe coloana v(x;x;) sunt egale u

i1 i1 . .
elementele de pe coloana 4, = A, ! Se obtin drumurile:
wy = (xg,700,%:, %5, %g), Us = (25,2, %5,%g), Ug = (X5, %4, %), Uy = (2,2, %, %)
de valoare 15" = 14,
Vom da acum o teorema de caracterizare a valorilor minimale in cazul cand acestea existd. Pentru
Vx € I'*(x,); A,=valoarea minima a drumurilor de la x, la x (prin conventia Ao = 0),
pred,= predecesorul lui x pe un drum elementar de valoare optima de la x, la x (pred,,nu este
definit). Pe scurt, pred, va reprezenta predecesorul optim al lui x. Cuplul (4,,pred,) constituie
atributul de optim (relativ la problema pusa) a varfului x.
Teorema 2.2. Multimea de atribute (4,,pred,) o1, , este o multime de atribute minimald daca si
il
numai dacad urmatoarele doua conditii sunt verificate:
) Vx €I (x),V(x,¥) €Er:4,— 4, =v(x,y)

i) Vx €I (xp): Ay — Aypeq, = v(pred,,x).

2. Algoritmul lui Bellman-Kalaba
Se aplicd la toate grafurile valorizate si permite detectarea eventualelor circuite absorbante.
Pasii algoritmului Bellmann — Kalaba sunt:

Pasul 1. Se asociaza grafului 6 = (X, ') mtricea A = (a;;), unde
v[xi,x}-), daca (x,x;) €T

fa.. = 0,daci x, = X;

+oo, daca [xi,x}-) er.

Pasul 2. Fiecarui varf x; € ¥ 1 se asociazd un sir de numere reale (L’":{}}, k =0,1, .., 1n modul
urmator: ?
A v =a,i=0n—1
) v =g
n
(x) _ min (k—1) . .
B) vk = 1: Vi _jii{I? +a;)i=0n=1j=0=n
v
n "
Pasul 3. Daca intr-o etapa k, oarecare, obtinem L-';"k:' = L-'E_"k_”, i = 0,n, algoritmul ia sfarsit.
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Pentru determinarea drumului minim de la x, la x, urmdrim pe coloana L;':k} valorile strict
descrescatoare ce ne conduc in sens invers, din aproape in aproape, de la x,, la x,.
In cazul cautarii drumului maxim, algoritmul se modifica in sensul ca se pune —oo in loc de +co, iar
valorile Lf':k}se determina schimband simbolul min prin simbolul mazx. Calculele laborioase care
conduc la precizarea drumului de valoare minima pot fi reduse prin aphcarea procedeulul urmator:
- Matricei A i se asociaza o “matrice de extensie” ale carei coloane V k =0,1, ..., scrise in
prelungirea matricei A, se obtin astfel:
- elementele primei coloane a matricei extinse, L":f'}
coloane a matricei 4
- elementele coloanei a doua, V':E_lz'

,i = 0,n— 1,sunt elementele ultimei

, @ matricei extinese se obtine:

- se aduna elementele liniilor matricei 4, exceptand adunarea elementelor situate pe
diagonala, cu elementele corespunzatoare ale primei coloane a matricei extinse.
- din sumele astfel obtinute se vor retine sumele de valoare minima care se inscriu in coloana

a doua, L:."”, a matricei extinse

- se repeat procedeul adunand liniile matricei 4, In conditiile prevazute la elementele coloanei
a doua a matricei de extensie si se obtine coloana a treia ale cérei elemente sunt valorile
V' :}
Ultlma iteratie conduce la obtinerea unei coloane ale carei elemente sunt identice cu acelea
ale coloanei precedente. Primul element al acestei ultime coloane reprezintd valoarea
drumului minim.
Exemplul 3.1. Pentru acest exemplu sa aplicam algoritmul Bellmann-Kalaba folosind procedeul de
mal sus.

Matricei 4 = [a: ), scrisa sub forma unui tabel, ii asociem matricea de extensie A:

Xy | Xy | Xp | X3 | Xy | X5 | Xg | Xy | Xg V:':D} Vicl} VE.'::}

Xp 0 3 5 3 oo 7 oo | oo | o oo 4 14
x, || 0 2 oo | oo | 4 | oo | oo | oo oo 11 11
X, o | oo | 0 3 3 4 | oo | m | 9 9 9 9
Xq w | m || 0 3 | o |om |5 | omw| o 12 | 12
Xy | @ | ||| 0 | |w|4d4|m| om 11 | 11
Xz |0 | o | 0 | oo 5 0 3 o | oo oo 7 7
X, | @ | ||| ow|w|o0 3 4 4 4 4
X, |0 | 0 | 0 | 0| 2 o0 0 7 7 7 7
xg | 00 | 00 |00 |00 |0 |00 |00 |00 |0 0 0 0

De exemplu:

V,V =min{3 + 0,5+ 9,3 + 0,0+ 0,7 + 0,4+ 0,00 + 7,00 + 0} = 14

v = min{oo 4 00,00 + 0,004+ 9,3 + 00,00+ 00,00 + 4,5+ 7,00+ 0} = 12

Valoarea drumului minim este data de prima valoare din coloanele egale, adica Vél} sau Vé:} si este
V(u) =14 cu u = [x, X xg]. Pentru stabilirea succesiunii care formeaza drumul (drumurile) de
valoare minimdurmarim coloana Vlil} sau V'::} valorile strict descrescétoare si astfel obtinem:
uy = (x4,%5,%g), Uy = [xD,xl,xE,xE_,xB) Uz = (Xq, %y, X3,%g), Ug = (X, X5, Xg, Xg) CU
viuw,) = viug) = viu,) = 14
Algoritmul Bellmann — Kalaba se bazeaza pe rezultatul urmator:
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Teorema 3.2. Consideram valorile ,lik:' definite prin:
. v(xg,x), dacd (xy,x) €T
;1';1} = 0,dacd x = x,
+oo,dacd (xg,x) €T
Gy v(}’,xj].

siVk = 2, H,ik} = min [ﬂ,}_

YEI™x)
- ke .. . - - ¢~
Atunci 4, = valoarea minima a drumurilor de la x, la x, de lungime < k(+o0 dacd nu existd un
drum de la x, la x).
Demonstratia se face prin recurenta, dupa k. Pentru k = 1, teorema este verificata din definitia lui

,121}. Presupunem teorema verificata pentru k — 1 = 1.
Cazull. Fie x € U_, T (x,).
Atunci existd in G un drum u = [x, * x] cu |u| < k.
Fie v predecesorul lui x pe acest drum. Avem deci
u=u; oy, x)CUu,; = [x,*v], lu,| <k —1.
Cu conventia u, = 0 = v(u,) = 0, obtinem, conform ipotezei de recurentd, respective definitiei
lui 2%;

L
viu) = v(u, ) +viyx) = ,1';{_1} +v(y.x) = H,'f}.

Pe de alta parte, conform definitiei lui A'f}, exista un predecesor v, al lui x, pentru care

A7 =25 10 (yp,0)

- )
s, confo:;n ipotezei de recurentd, existd un drum i, = [x,,v,], astfel incat |, | < k — 1,
(i) = AE_:_H, de unde rezultd ca it = i1, © (v,, x) verificd |it| < k si v(it) = .I{ik}.
Cazul2. Fie x & U¥_, T (x,).

Prin urmare, vy € T *(x,) = v € UZ] ril(x,) = Ag_f"ﬂ = 400 = A% = 4o,

Coloralul 3.3. Exista k < n astfel incat vx € X: ,15:{:' = }Lik_l} daca si numai daca subgraful G, nu
contine circuite absorbante. f f

Demonstratia presupune ci 3 x € X astfel incit A,'f} < A'f_i}.

Atunci exista un drum u = [x, * x] cu |u| < n, si pentru orice drum w = [x, = x] cu |w| < n —1,
avem v(u) < v(w).

Tinind cont ca drumul u are cel putin un arc in plus fata de u’ iar din ipoteza de mai sus am obtinut
v{u) < v(w), rezultd ca in subgraful G, exista cel putin un circuit de valoare negativa.

Reciproc, dacd gasim un drum de valoare minima de la x, la x, atunci, conform teoremei.3.2,
sibgraful G, nu are circuite absorbante.

Coloralul 3.4. vk = 1,¥x € I'*(x,), predecesorul lui x pe un drum de valoare minima de la x, la

x, de lungime minima sau egald cu k, este un varf ¥ pentru care minimul este atins la calculul lui
(k)

A
Sintetizand datele din Exemplul 2.2.1, prezentam solutia finald a problemei
Xy | Xy Xoq Xg Xy Xg Xg Xq Xg
Xp 0 3 5 3 oo 7 o o oo
x, oo 0 2 oo oo 4 oo oo oo
x5 00 oo 0 3 3 4 oo oo 9
Xq o0 o0 o0 0 3 o0 oo 5 o0
Xy oo oo oo oo 0 oo oo 4 oo
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Xg oo oo oo oo 5 0 3 oo oo
Xg oo oo oo oo oo 0 3 4
x5 o0 oo o0 oo (o's] 2 oo 0 7
Xg oo oo oo oo oo oo oo v's] 0
m'.:;} ) o 9 o o oo 4 7 0
m'_i;} 14 11 9 12 11 7 4 7 0
m;_i;} 14 11 9 12 11 7 4 7 0

Astfel, drumul de valoare minima, cu numarul minim de arce este 1, = (x,,x,, xg).
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Rezumat: Definim defectul de distributivitate al unei operatii binare ca masura in care aceasta se abate de la a avea
proprietatea de distributivitate. Propunem mai multe exemple de calcul, cu nivele diferite de dificultate, tinand cont ca
trebuie sa determinam valoarea maxima a unei functii de trei variabile.

Cuvinte cheie: operatie binara, defectul de distributivitate

INTRODUCERE

In mod obisnuit studiem proprietitile operatiilor binare (comutativitatea, asociativitatea,
idempotenta, distributivitatea, existenta elementului neutru, inversabilitate, etc) farda a ne pune
problema- in cazul in care o anumitd proprietate nu are loc - cat de departe este respectiva operatie
binard de a avea proprietatea studiati. In [3] au fost studiate proprietitile de asociativitate,
comutativitate si idempotenta ale operatiilor binare definite pe submultimi de numere reale. Ideea
studiilor de acest tip a fost initiatd in [1].

In aceasta lucrare definim si studiem defectele de distributivitate la stinga, distributivitate la
dreapta si distributivitate ale operatiilor binare. Chiar daca un cadru mai general poate fi considerat,
vom insista asupra operatiilor binare definite pe o multime inclusa in R, iar distanta utilizata va fi
cea uzuala pe R, adica modulul.

In acest articol, M = Rsi = o : M X M — M noteaza operatii binare pe M.

DEFINITIA DEFECTULUI DE DISTRIBUTIVITATE
Asa cum stim (vezi de exemplu [2]), operatia binard #= este distributiva la stdnga fata de (sau relativ
la) operatia binara » daca
x#(vez)=(x*vy)o(x*z),Vx, v,z EM,
astfel cd este natural sd definim:
DEFINITIA 1 Fie = si = operatii binare pe M.
Diiser(My=0) = sup{lx = (yo z) — (x=y) e (x = 2)| s x, 3,2 € M} (1)
se numeste defectul de distributivitate la stanga al operatiei * fatd de operatia binara = .

Similar, operatia binara * este distributiva la dreapta fatd de (sau relativ la) operatia binara » daca
(vezi de exemplu [2])
(vez)sx=(v+x)e(z*x),Vx, v,z EM,
asa ca definim
DEFINITIA 2 Fie = si = operatii binare pe M.
D2 (M) = sup{|(yoz) #x— (y=x) o (z *X)| : 2,3,z € M} (2)
se numeste defectul de distributivitate la dreapta al operatiei = fatd de operatia binard o .

Daca # =e atunci numim cantitdtile date in (1) si (2) defect de autodistributivitate la stanga,

respectiv dreapta, si le notam D;..,.(M,*), respectiv D2, (M) .
REMARCA 1 Daci = este comutativa atunci D3,.,,.(M,#2) = DJ.___(M,#0°), iar valoarea comuni
se numeste defectul de distributivitate al operatiei #fatd de operatia binard « si se noteaza
Ddz’sh'[M’*’Dj '

PROPRIETATEA DEFECTULUI DE DISTRIBUTIVITATE

Proprietatile de bazd ale defectelor de distributivitate introduse in sectiunea precedentd sunt
urmatoarele:
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TEOREMA 2 (i) Operatia binara = este distributiva la dreapta (stanga) fatd de operatia binara
o dacd §i numai daca D2,....(M,*.) = 0 (D;.,,.(M,*,) = 0);
(i) Operatia comutativd #= este este distributiva fatd de operatia binard = dacd si numai daca
Ddish*[Ml*’Dj =0 ;
(iii) Daca = este monoton crescatoare atunci
dzsh [MJ' ,]‘?‘EM:] r.!zsh [:M! ,I?‘EM) - D
unde max noteaza maximul;
(iV) Daca * este monoton crescatoare atunci
D2 . (M#min) = Di._. (M#*min) =0,
unde min noteaza minimul;
(v) Daca M = [0,1] si =este duala lui =, adica
xoy=1—(1—x)*(1—y),vVx,y€E[01]
Atunci
dzsh (M ] = Ddzsh [M!D] 1
dzsh (M j = Ddzsr: (M,ﬂ)
si
dzsr: (M j dzsrr(M . ) :
DEMONSTRATIE (i), (ii) Evident.
(iii) Daca y < z atunci y * x < z * x, ¥V x € M, asadar
max(y,z) *x = max(y* x,z # x).
Dacd z = y atunci z * x < y = x, V x € M, asadar egalitatea precedenta este de asemenea adevarata.
Obtinem imediat ca D3._..(M,*,max) = 0.
(iv) Analog cu (iii).
(v) Obtinem
(vez)ox—(yox)o(zox)
=1—(1—yez)*(1l—x)—14+(1l—yox)*(l—zox)
=—((1-»*1-2)*Q-2)+(1-»)*(1-x))*((1-2)*(1-x))
=(y'#z)ex"+ (¥ =x")= (2" =x"),Vx, v,z €[0,1],
unde x'=1—x,y'=1—-y, z'=1— 2z Asadar
dzsr:l [:M j
=sup{l(y ez) ex — (¥ ox) a(zex)l:x, v,z € [0.1]}
=sup{[((1 =) * (1-2))*(1—2) - (1-y) = (1 —x)) = ((1 —2) * (1 —x))|[:x, 3,z € [0,1]}
=sup{l(y #z) #*x — (y *x) * (z #x)|: x, .z € [0,1]]
= Dﬁzsn (M j .
Analog Dg;...(M,*) = D3,.,,.(M,=), iar egalitatea D,._. (M,*)= D_._. (M o) este imediati.

CALCULUL DEFECTULUI DE DISTRIBUTIVITATE
In exemplul de mai jos aratdm ca, in general, defectul de distributivitate la stinga nu este egal cu
defectul de distributivitate la dreapta De asemenea, se dovedeste ca egalitatile

dzsh (M’ ’Dj dzsr? (M’D’ ) st Ddzsh (M’*’Dj = dzsr? (M’D’ )
nu sunt verificate pentru orice operatii * si o

EXEMPLUL 1Fie M = [0,1], = si = definiteprinxey =x+ v six 'fi-'-}r=§x —|—%}r.
Atunci
xx(yoz) = (x=y)o(x=2) = ;x+2(y+2) — (jx+1y) - (5x +12)
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1
=—Zx‘v'xsz [0,1]
Adicd DSy (M,1,2) = supf |~

intimpcexo(y*z)—(xoy)*(xoz) :x+;+ajg_[i+ ) Gx_i_ﬂth-l-zl')
=0,vx,y,z € [0,1],

Adici D3;..,.(M,2,#) = 0.

Obtinem

|(_'_|,rozj>:-'-x— (}r'&-’-xj D(E*Ijl

=|(v+z)sx—(y*x)—(z#x)|

xE[lJl]}—i

— (¥, 3% ¥y 3x =z 3x| 3x
Tl oa + 4 4 4 4 4 PR
Asadar
3x 3
dzsh (M! rnj = sup {T xE [ﬂ 1]} E
Pe de alta parte,
dzsr: [M,D,)
=sup{l(v#z)ex— (yeox)*(zox)|:x, v,z € [0,1]]
3z y+x 3(z+x)

+—+x—-

= su X, v, zE |01, =0.
p{ ” 2 ) [ ]}

Dependenta defectulul de distributivitate de operatiile binare considerate poate fi constatatd pe baza
exemplului urmator.

EXEMPLUL2FieM =R, xoy=x+vyvsix *y=ax+by+cundeabceR.
Atunci

[(yez)ex— (y*x)o(z*x)

=la(ly+z)+bx+c—(ay+ bx+c)—(az+ bx + c)|

= |bx +¢|,Vx, v,z ER,

Asadar

_lel, dacab=0
Dizer (M%) = {DD, daca b #= 0.

Constatam ca * este distributiva la dreapta fata de = daca si numai daca b = ¢ = 0.
Apoi
|(y#z)ex—(yox)*(zox)]
=lay+bz+c+x—(a+b)x —ay—bz— |
=|x|.la+b—1|,¥x, v,z E R,

Deci
0, dacaa+b—1=10
f“m[M”j_{m, dacaa+b—1+0

In exemplul urmitor operatiile binare * si o sunt norma triunghiulara si conorma sa triunghiulara
duala. Defectul de distributivitate al normelor si conormelor triunghiulare este tratat in [1].

EXEMPLUL 3
Fie M = [0,1] si =, o operatiile binare definiteprinx*yv =xy,x ey =x+v — xv.
Deoarece = si = sunt comutative obtinem (vezi Remarca 1)
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dzsh (M’ ’Dj = Ddzsn [MJ'*!O) = dzsr: (M’ B )
Sl
dzsr: (M’ L ) = Ddzsn (MJ'D!*) = dzsr: [M !:] .
Obtinem
dzsr: (Ml B )
=supflx(y +z —yz) — (xy + xz — x*yz)|:x, v,z € [0,1]}
=sup{|x(1 — x)yzl:x,y,z € [0,1]} = :l}

dzsr: [MJ‘D! )
=sup{lx + vz —xyz— (x+ v—xyv)(x+ z —xz)|:x, v,z € [0,1]}

=sup{lx(1—x)(1—y)(1 —2)l:x,y,z € [01]} = 1.

Desigur ca pot fi gasite exemple de operatii binare pentru care calculul decfectelor de
distributivitate este mult mai complex, dar consideram exemplele de mai sus suficiente.

CONCLUZIE

Defectele de distributivitate la dreapta si la stinga ne dau informatii in legatura cu calitatea unei
operatii binare relativ la proprietatea de distributivitate a unei operatii fata de alta. Calculul acestor
defecte poate fi dificil pentru cd necesitd determinarea valorii maxime pentru o functie de trei
variabile. In lucrare am propus mai ales exemple simple pentru a fi bine intelese notiunile introduse.

BIBLIOGRAFIE

[1] Ban A.l., Gal S.G. (2002), Defects of Properties in Mathematica: Quantitative Characterization, World Scientific,
New Jersey

[2] Ganga M. (2007), Matematica, Manual pentru clasa a XIl-a, Mathpress

[3] Negrutiu C.N. (2022), Defectele de comutativitate, asociativitate si idempotentd ale operatiilor binare, Stiinte
exacte si stiinte ale naturii vol XIV, Oradea

221



STIINJE EXACTE $I STINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024
STUDIUL RADACINILOR MULTIPLE ALE UNUI POLINOM
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Rezumat: In aceastd lucrare vor fi puse in evidentd modalitdti de stabilire a existentei raddcinilor multiple ale unui
polinom cu coeficienti numere reale si de determinare a acestora.

Cuvinte cheie: divizor, cel mai mare divizor comun, polinom, algoritmul lui Euclid, rdddcini comune a doud
polinoame.

INTRODUCERE

Pentru obtinerea rezultatelor prezentate In aceasta lucrare este necesara cunoasterea unor notiuni
legate de divizibilitatea numerelor. Acestea sunt prezentate in continuare.
Definitia 1. Spunem ca numarul a se divide cu numarul b, si scriem a : b, daca si numai daca a
este un multiplu al lui b, adici @ = Mb, M € N. In acest caz spunem ca b este un divizor al lui a.
Exemplu: @ = 12,b = 3,12 ! 3. Intr-adevir, 12 = 4 - 3, adica M = 4.
Definitia 2. Vom nota cu d = (a, b) cel mai mare numadr natural care divide pe a si b.

Pentru determinarea celui mai mare divizor comun a doud numere avem urmatoarele
metode:
Metoda I. Metoda clasica presupune descompunerea in factori primi la diferite puteri si inmultirea
intre ei a factorilor comuni la puterea cea mai mica, luati o singura data. Produsul obtinut este
cel mai mare divizor comun al numerelor.
Exemplu: Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor a = 18 si b = 204.
18 =2 - 32
204 = 22-3-17
d =(18,204) =2-3 =6.

Metoda 1. Algoritmul lui Euclid pentru care exista doud variante: prin scaderi si prin impartiri.

- Algoritmul lui Euclid cu scideri se bazeaza pe ideea ca cele mai mare divizor a doua
numere divide si diferenta acestora. Cat timp numerele sunt diferite, se scade numarul mai
mic din numarul mai mare. Cand numerele devin egale, valoare comuna este cel mai mare
divizor comun al valorilor initiale.

- Algoritmul lui Euclid cu impartiri se bazeaza pe ideea ca cel mai mare divizor a doua
numere divide si restul Tmpartirii acestora, conform teoremei Impartirii cu rest. Se imparte
primul numar la al doilea si se determina restul acestei impartiri. La pasul urmadtor se
imparte al doilea numar la restul obtinut. Ultimul rest nenul este cel mai mare divizor comun
al numerelor.

Exemplu:

Algoritmul lui Euclid cu scaderi:

204 — 18 =186;186 — 18 = 168;168 — 18 = 150;150 — 18 = 132;132 — 18 =

114;114 — 18 =96;96 — 18 =78; 78 — 18 = 50; 80 — 18 = 42;42 — 18 = 24; 24 —
18=6;18—-6=12;12—-6=6;6—6 = 0. Deci
valoarea comuna este 6 si acesta este cel mai mare divizor comun.

Algoritmul lui Euclid cu mpartiri:

204[18 Deci, primul cat este ¢; = 11. Primul rest este r; = 6.
18 |11

24| ¢,

18
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6=r

18|6 Al doilea cat este c; = 3. Al doilea rest este r, = 0.
183

0 = L)
Deci, cel mai mare divizor comun este ultimul rest nenul, d = (18, 204) = 6.

DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR
Definitia 3. Un polinom ¢(x) este divizor al polinomului P(x) daca polinomul P(x) se imparte
exact la polinomul ¢ (x). In acest caz, se noteazi cu q(x) catul impartirii lui P(x) la ¢(x) avand
identitatea:
1) PR =) q.
Observatia 1. a) Numim polinom de gradul zero orice numar real diferit de zero.
b) Orice polinom P(x) are divizori pe 1 si pe P(x).

Definitia 4. Polinomul ¢(x) este un divizor comun al polinoamelor P(x) si Q(x) daca atat P(x) cat
si @Q(x) au ca divizor pe ¢(x).
Observatia 2. Orice polinom de gradul zero, in particular 1, este un divizor al polinoamelor P(x) si
Q ().
Definitia 5. Daca doua polinoame P(x) si Q(x) nu au alt divizor comun decét polinomul de grad
zero, spunem ca ele sunt prime intre ele.
Definitia 6. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor P(x) si Q(x) este acel divizor comun care
este divizibil prin orice divizor comun al polinoamelor.

Din aceasta definitie rezultd ca cel mai mare divizor comun al polinoamelor P(x) si Q(x)
este divizorul lor comun de gradul cel mai mare. Se noteaza: d(x) = (P(x), Q(x)).

Fie r(x) restul impartirii polinomului P(x) la Q(x) si fie g(x) catul impartirii. Din Teorema
impartirii cu rest avem egalitatea:

2 PO = Q) -qx) +r(x).

Se cunoaste urmatoarea teorema:
Teorema 1. Daca ¢(x) este un divizor comun al polinoamelor P(x) si Q(x) atunci acesta este
divizor comun si al polinoamelor Q(x) si r(x).

Aceasta rezulta din (2).
Observatia 3. a) Cel mai mare divizor comun a doud polinoame rdmane acelasi dacd unul dintre
polinoame, sau chiar amandoud, se inmultesc cu un numar diferit de zero.

b) Pentru determinarea celui mai mare divizor comun al polinoamelor P(x) si

Q(x) avem doud metode:
Metoda I. Metoda descompunerii in factori primi, luandu-se factorii comuni celor doud polinoame
de gradul cel mai mic.
Metoda Il. Algoritmul lui Euclid. Se imparte polinomul P(x) la Q(x) obtinandu-se catul g, (x) si
restul r,(x). Daca ry(x) = 0, atunci d(x) = Q(x). Daca r,(x) = 0, polinomul @(x) se imparte la
11 (x) obtinand catul g,(x) si restul r5(x). Daca r,(x) = 0, atunci d(x) = r,(x). Daca r5(x) # 0,
polinomul 7;(x) se imparte la ,(x) obtindnd catul g3(x) si restul r3(x). Deoarece gradele
polinoamelor r; (x),r,(x),r3(x) descresc, se ajunge la un moment dat la un rest r,.(x) prin care
restul r,_; (x) se imparte exact.

Daca 1 (x) este un polinom de gradul zero, atunci polinoamele P(x) si Q(x) sunt prime
intre ele.

Daca 1 (x) este un polinom de grad diferit de zero, atunci el este cel mai mare divizor
comun al polinoamelor P(x) si Q(x), . (x) = (P(x), Q(x)).

Demonstrarea algoritmului lui Euclid rezulta din:
Fie g(x) catul impartirii polinomului P(x) la Q(x) si fie r(x) restul impartirii. Atunci se poate
scrie relatia (2).
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Fie acum d(x) = (P(x),Q(x)). Atunci P(x) = d(x) - Py(x) si Q(x) = d(x) - Q1(x). Inlocuind in
relatia (2), avem:

B)  Pi(x)-dx)=0Q;(x)-d(x)-qx)+r(x),
4) r(x) = d)[Py(x) — Q1 (x) - g(x)].

Din relatia (4) rezulta ca d(x) este un divizor al lui »(x). Daca d(x) este un divizor al polinoamelor
Q(x) si r(x), atunci d(x) este un divizor al polinomului P(x).
Daca Q(x) = d(x) - Q4 (x) si r(x) = d(x) - ry(x), atunci putem scrie, folosind (2):
P(x) = Qu(x) -d(x) + 1y (x) - d(x) = d(x)[Q, (x) + r  (x)],

de unde rezulta ca d(x) este un divizor al lui P(x).

In aplicarea algoritmului lui Euclid se tine seama de:
a) Daca coeficientii unui rest au un factor comun, atunci se Imparte cu acesta.
b) Fie agx? + a;xP~! + -+ unul din resturile partiale si box? + b;x9 1 + - imprtitorul uneia
dintre impartiri, ag i by fiind numere intregi. Daca a, se imparte cu by, atunci se inmulteste restul
partial cu un factor convenabil astfel incat noul coeficient al lui xP sa se imparta la bg.

de unde rezulta:

Exemplul 1: Sa se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
P(x) = x*+3x® —x% — 4x — 3 Q(x) = 3x3 + 10x% + 2x — 3.
Aplicam algoritmul lui Euclid:
x*+ 3x%— x?— 4x—3|3x3+10x*+2x—3
3x*+ 9x3—3x?2—12x—9| x -1
—3x* —10x3 —2x? + 3x
/]  —x®—5x* —9x—9
—3x3 — 15x2% — 27x — 27
3x3 +10x*+ 2x—3
/| —5x%—25x—30
Notam q;(x) = x — 1,r;(x) = —=5(x? + 5x + 6).
Urmeazi si impértim Q(x) = 3x3 + 10x? 4+ 2x — 3 la,r;(x) = x* + 5x + 6.
3x® +10x? +2x —3 [x*+ 5x+ 6
—3x% — 15x% — 18x 3x — 5
/| —5x?—16x—3
5x% + 25x + 30
/ 9x + 27
Notam g, (x) = 3x — 5,r,(x) = 9(x + 3).
Urmeaza si impartimry (x) = x2 + 5x + 6 lary(x) = x + 3.

x2+5x+6/x+3
—x? — 3x x+2

/| 2x +6
—2x—6
[

r3(x) = 0.

Deci, 15 (x) = x + 3 este cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
P(x) =x*+3x* —x? — 4x—35i Q(x) = 3x> 4+ 10x? + 2x — 3.

Exemplul 2: Sa se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
P(x)=x*—2x>4+2x—1s5iQ(x) =x*+x+ 1
Aplicam algoritmul lui Euclid:
x?—2x7+2x—1|x*4+x+1

—x3— x2_— x x—3
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/| —3x*+x —1
3x2+3x+3
/ 4x+ 2
Notam q,(x) = x — 3,7, (x) = 2(2x + 1).
Urmeazi si impartim Q(x) = x? +x + 1lar;(x) = 2x + 1.

x4+ x—1]2x+1
2x2+2x+2| x+1
—2x%2— «x
/ x+2 |
2x+ 4
—2x—1
/ 3

Notam g,(x) =x + 1, r,(x) = 3.

Urmeaza sa impartim ry (x) = 2x + 1 lary(x) = 3.
2x+1(3
6x+3|2x+1

—b6x

/[ +3
=3
/
rz(x) = 0.
Deoarece r,(x) = 3 este cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
P(x)=x*—2x>+2x—1s5iQ(x) =x*+x+1,
polinoamele P(x) si Q(x) sunt prime intre ele.

RADACINI COMUNE A DOUA POLINOAME

O aplicatie importanta a notiunii de cel mai mare divizor comun a doud polinoame este notiunea
de radacini comune a doua polinoame.
Teorema 2. Radacinile comune a doua polinoame sunt radacini ale celui mai mare divizor comun al
lor si reciproc.
Demonstratie.
Fie d(x) = (P(x), Q(x)). Atunci, P(x) = d(x) - P;(x) si Q(x) = d(x) - @,(x), de unde rezulta ca
radacinile ecuatiei d(x) = 0 sunt radacini comune ale polinoamelor P (x) si Q (x).
Reciproc, fie E(x) polinomul care ne da radacinile comune ale polinoamelor P(x) si @ (x). Atunci
P(x) = E(x)- Py(x) si Q(x) = E(x) - Q,(x) de unde rezulta ca d(x) = E(x).

Exemplul 3: Sa se determine radacinile comune ale polinoamelor:
Px)=x*—x>—x—15QKx) =x>+x*—3x—2.

Rezolvare. Determinam cel mai mare divizor comun al polinoamelor P(x) si @(x) folosind

algoritmul lui Euclid.

x*r—x3—0x2—x—1 |[x¥+x2—-3x—2
—x* — x4+ 3x%+ 2x x—2

/] —2x34+3x%?+x—-1
2x3 4 2x% —6x — 4
/ 5x2—5x—5
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Notim q;(x) = x — 2,1;(x) = 5(x? —x — 1).
Urmeazi si impartim Q(x) = x® +x? —3x — 2lar(x) =x* —x— 1.

x34x2—-3x—-2 | x*—x—-1
— x4+ xt+ x x+2
| 2x*—2x-2
—2x%+2x+2
/ / /

Aevm q,(x) =x + 2,r,(x) = 0.
Deci, ; (x) = x* — x — 1 este cel mai mare divizor comun al polinoamelor.

Ridicinile comune ale celor doud polinoame sunt ridicinile ecuatiei x* —x — 1 = 0.
5 1-5
-

1+y5 .
Acestea sunt x; = ——si x, =

RADACINI MULTIPLE ALE UNUI POLINOM
Definitia 7. Un polinom P(x) are radacina x; multipla de ordinul p daca P(x) se divide cu
(x — x,)P dar nu se divide cu (x — x;)P*1. Aceasta inseamni ca P(x) = (x — x,)Pg(x),
g(x)=0.
Din Definitia 7 rezultd urmatoarea proprietate:
Teorema 3. Daca polinomul P(x) are radacina multipla x, de ordinul p, atunci derivata P'(x)
are radacina multipla de ordinul p — 1.
Demonstratie. Dacad P(x) are radacina multipla x,; de ordinul p atunci P(x) = (x — x1)Pg(x),
g(x) = 0. Derivata,
P'(x) = plx —x )P g () + (x —x)Pg"(x) = (x = x) )P p- g(x) + (x —x1)g" (x)], sau
P'(x) = (x —x1)P g, (x), unde g, (x) = p - g(x) + (x — x1)g'(x), g, (x) # 0, de unde rezultd ca
P’(x) are radacina multipla x, de ordinul p — 1.
Observatia 4. Pentru  radacina  multipla x; de ordinul  p are loc:
P(x;)=0,P'(x;)=0,..., PP V(x,)=0,P® (x,)=0.
Din Teorema 3 rezulta urmatoarea concluzie:
Corolarul 1. Daca P (x) are radacini multiple, atunci P(x) si P'(x) au radacini comune.
Corolarul 2. Radacinile multiple ale unui polinom sunt radacinile celui mai mare divizor comun al
polinoamelor P(x) si P'(x).
Exemplul 4: Si se determine daci polinomul P(x) = x® — 3x® 4+ 6x> — 3x% — 3x + 2 are radicini
multiple.
Rezolvare.
Calculam P'(x) = 6x° — 15x* + 18x? — 6x — 3 = 3(2x> — 5x* + 612 — 2x — 1).
Aplicand algoritmul lui Euclid determindm:
d(x) = (P(x},P’(x)) =x3 —x? —x—-1=x*x-1D-Gx-1D=Exx-DE?*-1 =
(x —1?*(x +1).
Ridicinile ecuatiei (x —1)?(x +1) =0 sunt x; =x, = 1,x3 = —1 si acestea sunt comune
polinoamelor P(x) si P'(x) ceea ce, conform Corolarului 2 inseamnd ca P(x) are radacinile
multiple x; = x5, = 1,x3 = — 1.
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Rezumat: Pornind de la teorema masinilor Turing in care acestia sunt definite ca fiind un concept matematic care pot
fi adaptate sa simuleze logica unui calculator, in aceasta lucrare ne propunem constructia unor masini Turing care
sunt in stare sa simuleze algoritmul de criptare sau decriptare a textului aflat pe banda de input.

Vom alege doi algoritmi simpli de criptare si vom analiza traducerea acestor algoritmi intr-o magina Turing.

Cuvinte cheie: magsina Turing, criptare, decriptare, stare, functie de tranzitie.

INTRODUCERE

In primul rand trebuie si ne familiarizim cu conceptul abstract al unei masini Turing [1]. O
masind Turing fiind un concept matematic, se poate defini ca un tuplu de 7 elemente ( Q, Z, T, o,
qo, B, F)

& Q — multimea starilor finite

& X —alfabetul deintrare (€T \{B})

& T — alfabetul aparatului

& & — functia de tranzitie (QxI'~» QXTI x{L,R})

& (0 — starea initiald (q0 € Q)

<& B —simbolul null

& F — multimea starilor finale ( stdri de accept si stari de reject )

Masina Turing are o banda infinitd [2] in ambele directii pe care se insereaza textul input
inaintea rularii masinii. Masina citeste simbolurile de pe banda avand un head-pointer care se
deplaseaza in stanga sau in dreapta dupa fiecare citire si retine pozitia pe banda. Head-pointer-ul se
afla mereu la inceputul inputului aflat pe banda.

Masina va citi si suprascrie simbolurile conform unei functii de tranzitie care este alcatuita
din starea curentd si simbolul citit, acesta avand codomeniul cu starea urmatoare, simbolul output
care suprascrie simbolul citit si directia de deplasare [3].

Pentru notatie graficd [6] vom defini starea ca un nod cu numele starii in mijloc, iar pe
muchii va apdrea notatia de tranzitie astfel: “INPUT / OUTPUT, DIRECTIE”. [Fig 1.]

Figura 1. Reprezentarea prin graf a unei masini Turing.

Mecanismul unei masini Turing este simplu [2], masina citeste un simbol de pe banda,
conform functiei de tranzitie isi schimba starea, se deplaseaza spre dreapta (R) sau stanga (L) si
suprascrie simbolul citit cu simbolul output din functie.

Daca la orice moment masina ajunge la o stare finald, se opreste [1]. Problema opririi unei
masini Turing este un alt concept popular, dar pentru scopul nostru o sa definim masinile Turing
astfel incat sa se opreasca mereu.

Astfel pentru o masina Turing capabil de criptare / decriptare, putem defini alfabetul de
intrare:

2={A BCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY,Z}

Pentru a determina restul multimilor, va trebui sa alegem algoritmul de criptare [4] si sa

analizdm comportamentul acestuia.
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Pentru simulare vom folosi Turing Machine Simulator & Builder, un program creat de
mine pentru a putea simula o masind Turing simpla, cu o singurd banda, disponibil pe internet prin
intermediul paginilor statice github.

SUBSTITUTIA MONOALFABETICA

Acest algoritm de criptare este unul dintre cele mai vechi si cele mai simple [4]. Se foloseste
de o permutare a alfabetului, prin urmare textul se cripteaza prin inlocuirea fiecérei litere cu litera
corespunzatoare din permutare.

De exemplu vom folosi urmdtoarea permutare:

Z

A/B|CIDIE|JF|G|H|I |[JIKILIMIN[O|P|QIRIS|T|U|V[W|X
G [P

Y
BIV|ISIHITIUILIAIK|J|O|JQ|C|D|E[Z|R[NJF|IX[Y]I M| W

Pentru aceasta permutare un text ,,TURING” ar fi criptat in ,,XYNKDL”.
Acest algoritm nu este simetric [4], asta Tnseamna ca aplicand incd o datd un algoritm de
criptare pe un text deja criptat, nu o sa obtinem textul descifrat.

SUBSTITUTIA MONOALFABETICA CU O MASINA TURING

Pentru transformarea algoritmului de mai sus intr-o masind Turing, putem proceda in doua

modalitati:
<& O singuri stare “hard-coded” cu permutarea alfabetului.
<& O masind Turing care citeste si permutarea respectiva de pe banda.

In acest capitol vom construi masina Turing in
primei modalitdti, a doua modalitate este una mai
complicata si similara algoritmului unei criptéri cu cheie.

Pentru a construi masina Turing care va cripta
textul pe baza acestei permutari, trebuie doar sa definim
functia de tranzitie relatia fiecdrei litere citite cu litera
corespunzatoare din permutare pentru output. Starea se
deplasa mereu spre dreapta pana la finalul textului, cand
citeste un simbol gol masina se va opri. [Fig 2]

Incercand in programul de simulare [Fig 3-4],
conceptul functioneaza:

jurul

IN/OUT, R

va

Figura 2. Diagrama [6] masinii de

Figura 4. Programul de simulare in urma opririi masinii Turing, cu textul “XYNKDL” ramas pe banda.
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Masina de decriptare a oricarei permutdri va avea acelasi concept, cu singura modificare la
starea de R/W unde se va inversa input symbol cu output symbol. Masina Turing avand o singura
stare curentd, 1i este posibil sd stie dacd este Tn modul de criptare / decriptare doar prin adaugarea
unor simboluri si stiri aditionale. Astfel este mai usor sa avem doud masini pentru criptare si
decriptare.

Acest algoritm este unul foarte simplu [4], insd este esential sa Intelegem conceptul de
substitutie printr-o stare, pe care o vom extinde in capitolul cifrului Vigenere incercand sa o
implementdm intr-o masina Turing.

CIFRUL VIGENERE

Se bazeaza pe conceptul substitutiei si pe baza unei chei de criptare [5]. Cifrul Vigencre va
substitui toate literele textului, cu o deplasare al alfabetului specific unui caracter din cheie (Cifrul
lui Cezar).

Mai precis, matematic avand conversia implicitd Intre caracter si numar corespunzator cu
indexul caracterului din alfabet de lungime L, obtinem formula de criptare pentru un text T unde
T, este un caracter la pozitia i, 0 cheie K de lungime m unde K, este un caracter la pozitia i, notand
textul cifrat cu C:

C,=(T.+ K, ..z m ) mod L—Formula pentru criptare.

T, = (€, — K, oa m ) mod L—Formula pentru decriptare.

De exemplu, avand ca text initial TURING si folosind cheia SECRET, se va obtine
LYTZRZ.

T, =(19(T)+18(S)) mod 26 =11 (L)

T, =(20(U)+4(E))mod 26 = 24 (Y)

T, = (6 (G) + 19 (T) ) mod 26 = 25 (2)

CIFRUL VIGENERE CU O MASINA TURING

Pentru a putea implementa deplasarea alfabetului, ne vom folosi de conceptul de substitutie
“hard-coded”, similar cu substitutia unei permutari al alfabetului prezentat anterior.

Substitutia prin permutare ‘“hard-coded” este o >

. o . L Ay
modalitate de a Imagina starea ca un rotor mecanic, fiecare & .
cifra fiind legat de alta, similar cu rotoarele masinii Enigma r
[Fig.5].

Implementarea acestui algoritm sub forma unei masini
Turing devine destul de complicat, ne vom folosi de notatia
»{&C}” pentru a reprezenta un caracter oarecare din alfabet.
Pentru fiecare caracter din alfabet, aparatul va avea la
indemand doua tipuri de caractere pentru a citi si a retine
starea de citit, prefixate cu ,,$” pentru caracterele citite din
cheie si ,,*” pentru caracterele citite din text. s

Pentru a face diferenta dintre text si cheie, ne vom folosi
de simbolul ,,=” care va fi inserat intre text si cheie pe banda
initiala.

Vom defini magina Turing capabila de criptare prin algoritmul lui Vigenére astfel:

& Q - { DONE, ERROR, READ, FIND-KEY, READ-KEY, REFRESH-KEY,
WRITE-{&C} }

X -{{&C},=}
r-{xu*{&Cyu${&C}yuB}
o — Fig. 6.

q0—-{READ }

8
0
C

Figura 5. Rotor de substitutie

SO0
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2

& B — simbolul null reprezentat prin ,,
& F— { DONE, ERROR }

Evident crearea acestei masini Turing ITnseamnd generarea fiecarei deplasari ai alfabetului,
avand o stare pentru fiecare cifrd. Astfel se creeaza 80 ( caractere acceptate de masind ) * 32 ( de
stari ) = 2560 de functii de tranzitie ca aceasta masind sa fie conform definitiei. Aceasta procedura
poate fi scurtatd printr-o generare automata facutd de un limbaj de programare, unde functiile de
tranzitie cu notatie {&C} sunt create iterativ cu formula matematica dupa indecsi.

Pentru decriptare aparatul functioneaza la fel, insa este configurat diferit la nivelul functiilor
de tranzitie pentru starile de Write-{&C}, la fel ca la o substitutie oarecare, pentru a obtine
substitutia inversa, se inverseaza simbolul de input cu simbolul de output.

Pentru a intelege logica acestei masini, ne vom folosi de diagrama reprezentativa. [Fig 6.]

{&C} / *{&C}, R

#1&C} / OUTPUT, R

(&C} / {&C}, L
${&C} / ${&C}, L
=/=,L

${&C} / {&C}, L

Figura 6. Diagrama [6] masinii Turing de criptare / decriptare pentru cifrul Vigenére.

Incepand din starea READ, masina citeste un caracter , il inlocuieste cu un caracter prefixat
cu * pentru a marca caracterul citit si trece in starea de FIND-KEY..

In starea de FIND-KEY, cauti separatorul definit prin = pentru a gasi cheia de criptare /
decriptare si trece in starea de READ-KEY.

READ-KEY va gési primul caracter nemarcat si prin acest caracter isi incarca modelul de
substitutie, trecand la starea WRITE-{&C}.

Cand masina incearca sd citeascd primul caracter nemarcat din cheie, acesta poate ajunge la
finalul inputului, daca cheia este mai scurta decat textul, aici intervine formula modulo cu lungimea
cheii, si masina se va duce, de la sfarsitul cheii, schimband toate caracterele prefixate cu $ din cheie
Cu caractere nemarcate prin starea REFRESH-KEY.

WRITE-{&C} contine substitutia alfabetului curent si se va duce la caracterul marcat cu *
din text pentru a-1 inlocui, prin urmare completand un singur ciclu de substitutie.

Acest ciclu continud pana cand starea READ citeste separatorul ,,=", atunci stie cd a ajuns la
finalul textului, iar pe banda se va afla textul criptat.

Prin acest model ne asigurdm ca la un moment dat avem doar o singura cifra marcata cu ,,*”,
iar in urma substitutiet READ va citi mereu urmatoarea cifrd. Similar la marcarea caracterelor din
cheie, READ-KEY ignori toate caracterele deja marcate, iar in urma iesirii din starca REFRESH-
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KEY, primul caracter citit este primul caracter din cheie. Existenta starii de ERROR asigura
oprirea masinii in cazul in care (pe diagrama [Fig 6.]) nu exista o functie de tranzitie definita.

Incercand pe masina de simulare [Fig. 7-10] acest model, observam ci intr-adevar
functioneaza pe inputul exemplu ,, TURING=SECRET” si la criptare, si la decriptare:

Turing Machine Simulation

Vigenere Encrypt v

Tape:
H A A BB A B DO-E-O-0:H A
N

READ

Figura 7. Simularea encriptarii textului cu inputul initial pe banda

Tape:
EE BB ODODBE-E-0-EEEEN
7N

DONE
Figura 8. Rezultatul encriptarii aflat pe banda

Tape:
HEEONHODBE-O0-0-0HHEHHEHE
AN

DONE

Figura 9. Simularea decriptarii textului cu inputul initial pe banda

Turing Machine Simulation

Vigenere Decrypt v

Tape:
EEEEEEODEODEEOENE
/\

READ

Figura 10. Rezultatul decriptarii aflat pe banda

CONCLUZII SI PROPUNERI

In concluzie am reusit sa transformam doi algoritmi simpli de criptare / decriptare intr-0
masind Turing. Putem observa cd acest lucru nu este usor si depinde mult de complexitatea
algoritmului. Masinile Turing nu au fost concepute pentru computatie rapida [1,2,3], si nu sunt
eficiente, Insd conceptul lor de a fi in stare sa contind logica oricdrui calculator programabil ne ajuta
sd Intelegem un concept abstract intre matematicad si componente electronice.
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Scopul acestei lucrdri a fost de a parcurge pasii prin care un program oarecare ar putea fi
implementat intr-o masina Turing.

Intelegand aceste concepte de traducere ale unor iteratii in cicluri cu stari finite a condus
echipa lui Alan Turing 1n construirea unei masini care a putut decripta intr-o modalitate brute-force
codul Enigma, folosit in al doilea rdzboi mondial. Masina Bombe [7] era bazat pe o diagrama
simpla a unei masini Turing, care incerca diferite combinatii de configurare a unui aparat Enigma.

Aplicatia de simulare se poate accesa oricand pe website-ul meu de pe github:

https://roland31x.github.io/TuringMachine/

Codul sursa ai acestei aplicatii se gaseste public tot pe github-ul meu:

https://github.com/roland31x/TuringMachine/
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Rezumat: Jocul ca metoda se regaseste in anumite secvente de invatare in majoritatea activitatilor matematice din
gradinita si la clasele primare. O activitate matematica bazata pe exercitiu cu material individual sau scris poate fi
monotond pentru copiii de 3-7 ani, dar profesorul poate sa intrefina si sa stimuleze interesul pentru activitate,
introducdnd elemente cu caracter ludic. Astfel exercitiul devine dinamic, atractiv si stimuleaza participarea la
activitate a copiilor. Chiar dacad este propusa copiilor o sarcind euristicd, elementele de joc (competifia, surpriza,
asteptarea) motiveazd participarea activa a copiilor.

Cuvinte cheie: joc didactic

Ca metoda, jocul realizeaza un scop si o sarcind din punct de vedere matematic si intervine
in anumite secvente de instruire, ca un ansamblu de actiuni si operatii ce se organizeaza sub o forma
specifica daca utilizeaza reguli de joc si introduce elemente de joc In vederea rezolvarii unei situatii
problematice.

Utilizarea jocului accentueaza rolul formativ al invatarii matematicii prin:
- Exersarea operatiilor gandirii (analiza, sinteza, comparatia, clasificarea);
- Dezvoltarea spiritului de observatie, de initiativa si imaginativ-creator;
- Dezvoltarea spiritului de competitie si de echipa;
- Formarea unor deprinderi de lucru corect si rapid,
- Insusirea cunostintelor matematice intr-o forma accesibila si placuta.

Introducerea metodei jocului in diferite etape ale demersului didactic conduce la un plus de
eficientd formativa in planul cunoasterii, dezvolta la copil atitudini afective si conduite constiente
de actiune. In acest fel, cadrul didactic reuseste sa activizeze copiii din punct de vedere cognitiv,
operational si afectiv, sporind gradul de intelegere si participare activd a copilului la actul de
invatare, sa evidentieze modul de actiune in diverse situatii, sa formeze deprinderi de interactiune a
copiilor in cadrul grupului si, nu in ultimul rand, contribuie la formarea deprindelor de autocontrol a
conduitelor operatorii si a achizitiilor cognitive ale copiilor.

Este foarte importantd ponderea pe care o acorda cadrul didactic jocului, ca metoda in cadrul
strategiei alesse cdci, in functie de complexitatea obiectivelor, optiunea pentru una sau alta dintre
metodele specifice impune respectarea unor criterii de selectie in asa fel incat metoda aleasa:

- Sa asigure realizarea obiectivelor proiectate;

- Sa angajeze copilul in activitate directa de asimilare a confinutului;

- Sa permita formarea capacitatilor de autoevaluare;

- Sarealizeze echilibrul intre metode si mijloacele de invatamant utilizate;

- Sd asigure o rationalizare a timpului si efortului, deci o optimizare a invatarii.

Activitatea pe bazd de joc didactic matematic indeplineste functii educationale variate.
Astfel, la grupa mica, jocul didactic are rol de exersare a capacitatilor de identificare si satisface cel
mai bine tendinta spre actiune, specifica copiilor de 3-4 ani. Prin joc didactic se asigurd efectuarea,
in mod independent, a unor actiuni obiectuale, se stimuleaza descoperirea prin actiune a unor
proprietati care, valorificate si imbogatite, vor conduce treptat spre Insusirea unor noi cunostinte
matematice. La 4-7 ani, jocul didactic dobandeste o noua functie, aceea de consolidare si verificare
a cunostintelor, deprinderilor si priceperilor insusite de copii si constituie, in acelasi timp, un mijloc
eficient de verificare pentru cadrul didactic.

Caracteristica de baza a acestei forme de activitate o constituie prezenta elementelor de joc
in cadrul fiecdrei secvente didactice, iar specificul jocului este dat de componentele sale si de
structurd. Organizarea unuijoc didactic are cateva elemente importante:
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- Scopul didactic se formuleazd prin raportare la competenta specificd si obiectivele
operationale si acest fapt va determina finalitati functionale in joc. Formularea scopului
trebuie sa fie clara pentru a asigura organizarea si desfasurarea corecta a activitatii.

- Sarcina didacticd este legata de continutul si structura jocului si reprezintd elementul de
instruire ce se realizeaza prin antrenarea operatiilor gandirii. Sarcinile didactice sunt
formulate 1n functie de continutul activitatilor matematice si de nivelul de varsta.

- Elementele de joc se articuleaza cu sarcina didactica, au rolul de a mijloci realizarea ei in
cele mai bune conditii si constituie elementele de sustinere a atentiei pe parcursul situatiei de
invatare. Elementele de joc pot fi dintre cele mai variate: intrecere, recompensa, penalizare,
aplauze etc.

- Continutul matematic trebuie sd fie prezentat intr-o forma accesibild si atractiva prin
sarcinile de joc, materialele didactice utilizate si volumul de cunostinte matematice la care
se apeleaza.

- Materialul didactic trebuie sa fie variat, adecvat continutului (fise individuale, cartonase cu
imagini sau desene, jetoane, jucarii etc.)

- Regulile realizeaza legdtura dintre sarcina didactica si actiunea jocului. Fiecare joc didactic
are cel putin doua reguli: prima regula traduce sarcina didacticd intr-o actiune concreta,
atractiva si, astfel, exercitiul este transpus in joc. A doua reguld are rol organizatoric si
precizeaza momentul cand trebuie sa Inceapa sau sa se termine o anumita actiune a jocului,
ordinea intrarii In joc.

Gradul de realizare a sarcinii didactice si calitatea executiei constituie obiectul evaludrii formative.
Desfagurarea jocului didactic cuprinde urmatoarele etape:

- Introducerea in joc;

- Prezentarea materialului didactic;

- Precizarea titlului si scopul jocului;

- Explicarea si demonstrarea regulilor jocului;

- Fixarea regulilor;

- Demonstrarea jocului de catre cadrul didactic sau 1-2 copii;

- Executarea jocului de proba;

- Executarea jocului de catre copii;

- Complicarea jocului, introducerea unor noi variante;;

- Incheierea jocului si evaluarea performantelor individuale sau de grup.

Caracteristicile de ordin metodic ale organizdrii activitatilor matematice sub forma de joc sunt date
din continutul notional exersat si de nivelul de varsta al copiilor.

Jocurile didactice matematice de formare de multimi au aceeasi structura generald, dar sarcina de
invatare implicd exercitii de imitare, grupare, separare, triere, clasificare si organizarea acestor
tipuri de jocuri are ca scop dobandirea de catre copii a abilitdtilor de identificare, triere, selectare si
formare de multimi.

Jocurile didactice matematice de numeratie contribuie la consolidarea si exersarea deprinderilor de
asezare in perechi, comparare, numarare constienta,de exrsare a proprietatii cardinale si ordinale, de
familiarizare cu operatiile aritmetice si de formare a rationamentelor de tip ipotetico-deductiv.
Jocurile logico-matematice introduc, in verbalizare, conectorii si operatiile logice si urmaresc
formarea abilitatilor pentru elaborarea judecatilor de valoare si de exprimare in limbaj logic
Organizarea activitatilor matematice sub forma jocului didactic realizeaza modificari semnificative
atat In continutul, dar si in calitatea proceselor cognitive. Prin joc, activitatea matematicd devine
mijloc de formare intelectuala, caci jocul face trecerea in etape de la actiunea practica spre actiunea
mintala, favorizeazd dezvoltarea imaginatiei de tip reproductiv si creator, realizeaza trecerea de la
reproducerea imitativd la combinarea reprezentarilor din imagini.
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Rezumat: In aceastd lucrare ddam o solutie geometricd pentru o problemd de echilibru mecanic si anume pentru o bard
care este atdrnatd de 2 fire dintr-un punct fix. In ciuda faptului cid majoritatea problemelor de modelare inginereascd
sunt rezolvate folosind analiza matematicd, vom reduce solutia problemei noastre la determinarea coordonatelor unui
anumit punct din sistemul de coordonate carteziene. Mai mult, vom gasi valoarea fortelor care apar in fire. Sunt oferite
unele generalizari. Notiunile mecanice sunt minime si vor fi mentionate la inceput si se vor folosi cdteva rezultate
geometrice foarte simple, cum ar fi teorema bisectoarei, teorema cosinusurilor, congruenta unghiurilor pe tot parcursul
lucrarii. Fortele care nu sunt luate in considerare in problema sunt considerate neglijabile.

Cuvinte cheie: punct de echilibru mecanic, unghiuri congruente, bisectoare

INTRODUCERE

Analiza matematicad este o componenta esentiala a culturii stiintifice a oricarui cercetator,
deoarece, alaturi de aspectul informational, dezvolta abilitati de calcul, (fiecare teorema principala
fiind legatd de evaludri numerice) oferind numeroase exemple de modelare matematica a unor
fenomene ingineresti, si si-a extins permanent obiectul de studiu prin dezvoltarea de noi concepte.
In corelatie cu tehnicile moderne de calcul, a rezolvat probleme care erau inaccesibile pani de
curand. A ramas o disciplind fundamentald pentru invatamantul tehnic si un domeniu stiintific cu
numeroase ramificatii. Dovada majoritatii principiilor ingineriei este conturatd prin derivate,
integrale - indicatori reali pentru descrierea multor evolutii de-a lungul timpului. Este o disciplina
relativ modernd avand originea abia in secolul al XVII-lea, in urma unor dezvoltari precum cele ale
lui I. Newton, Leibniz si Pierre de Fermat in domeniul calculului.

Dar analiza matematica nu ar fi putut fi construitd daca Geometria si Aritmetica nu ar fi
existat Tnainte. Geometria si Aritmetica reprezintd cele mai vechi ,stiinte matematice” avand
originea cu mai bine de 2500 de ani in urma, cand egiptenii stiau deja ca triunghiul cu 3,4,5 unitati
de lungime este drept si grecii au avut diverse descoperiri experimentale pe care le-au sintetizat n
teoreme si demonstratii. Lui Euclid 1i datoram tratatul ,,Elemente”, unde sunt sintetizate rezultate
privind dimensiunile, asemdnarea triunghiurilor, patrulaterelor, cercurilor. Cel care a combinat
primul matematica cu fizica a fost Arhimede, descoperind legea parghiilor si legea corpurilor
plutitoare, unind Geometria si Mecanica si deschizand ,,jocul cu infinitul”. Pentru mai multe detalii,
se poate consulta [1-5] etc. Folosind modelul marelui Arhimede, in aceasta lucrare vom rezolva o
problemd de echilibru mecanic, implicand simultan geometria euclidiana, trigonometria si
geometria analitica.

Notiuni preliminare
In aceastd sectiune prezentdm cateva notiuni si rezultate preliminare de mecanica si
geometrie care vor fi utilizate pe tot parcursul lucrarii.

1.Notiuni preliminare de mecanica
Teorema 1. (A doua lege a miscdrii lui Newton). Modificarea miscarii unui obiect este
proportionala cu forta imprimata si se face in directia dreptei in care este imprimata forta..

F =ma (1)
Remarca 1. O conditie de echilibru este data de F=0
Definitia 1. Avand un punct O numit pol, definim impulsul fortei £ in raport cu O vectorul
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M, =OPxF @

unde P este punctul de aplicare al fortei £ .

M, = 0, atunci fie forfa actioneaza in directia de OP sau F=0,

Remarca 3. O stare de echilibru a unui corp este data de My(5)=0

fortelor care actioneaza asupra corpului.

Pentru multe informatii despre notiunile mecanice de mai sus se poate consulta [2-5].
2.Notiuni preliminare de geometrie

Teorema 2. (teorema cosinusurilor) Folosind Fig. 1 teorema cosinusului spune:

g = b+ ¢ - 2bccosa
b = a + ¢ - 2accos8
¢ =a + b - 2abcosy

Remarca 2. Daca

, unde S reprezinta rezultanta

Figura 1. A triunghi
Teorema 2. (teorema bisectoarei) Intr-un triunghi AABC  pisectoarea unghiului A determina pe

partea opusa (BC) segmente proportionale cu laturile unghiului:
BD _ BA
DC CA
A
C D B

Figura 2. Un triunghi cu bisectoarea unui unghi
Teorema 4. Unghiurile vertical opuse sunt congruente.
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Figura. 3 Unghiuri opuse
Teorema 5. Intr-un romb unghiurile opuse sunt congruente.

A

C
Figura 4. Romb

Pentru multe informatii despre notiunile de geometrie de mai sus se poate consulta [1].

3. O problema de echilibru mecanic
Aceastd sectiune reprezinta partea principald a lucrdrii, prezentand o problema de echilibru
mecanic: ,,pendulul” a carui solutie va fi data prin tehnici geometrice.

3.1. Pendulul

Consideram o bara neomogena AB, de lungime /. Bara este in echilibru, avand capetele legate
printr-un fir inextensibil, flexibil, fara greutate, de lungime L care trece, fara frecare, printr-un
punct fix O situat in afara barului. Gasiti pozitia de echilibru a barei si marimea fortelor de legare
(fortele de tensiune), stiind ci fortele de tensiune sunt aplicate in punctele A si B, avand marimi

egale, iar pozitia centrului de greutate este dati de punctul D, care imparte bara in raport
AD a

DB b

Solutie. In primul rand, construim AE LOD, BFJ‘OD, prin  urmare AENl BF si

s EAD=xDBF =a
Fie @ unghiul format de oD sl greutatea barei.

Translatdm cele doud forte de tensiune astfel incat punctul lor de aplicare sa fie Q jar apoi

construim rombul OPQR ¢ 1 OPFI T | si |ORHIT, |
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Figura 5. Schemra barii

Notim cu * rezultanta fortelor care actioneaza asupra barei si este datd de Tar Te: G .

Pentru cd bara este 1in echilibru, atunci Tt T + G=0 si Mo(S) = 0, adica

My(T2) + Mo(Tg) + Mo (G) =0T MO(G),z 0 si deducem ca GE(0OD)T ¢= 0, ceea ce presupune
0Q=-G (3)

OQ este o bisectoare in romb, atunci 0Q este bisectoare de asemenea pentru 3 A0B, prin
urmare 3 A0D =2 BOD = B

Pentru a gasi solutia trebuie sa determinam coordonatele AXa Ya) B(Xs1 Vo) iar noi vom alege

sistemul de coordonate X 0¥ astfel incat 0= 0¥ i OX' LOY',

Deoarece AE L Oy , respectiv BF L0y , raméne de determinat unul dintre unghiuri & a sau

18

Dar gésirea masurii unuia dintre aceste unghiuri implicd determinarea celuilalt, deoarece:
bcosa = OBsin 8 4)

(din AODB),

Aplicand teorema bisectoarei in AAOB obtinem

OB _DB_b oB _ b OB _b
0A DA a O0B+0A bta' L 1
OA_DA _a OA _ a OA_a
si analog EB_EB_BT OB+OA_,b+aT T_T_

Din relatia (4) deducem ca

cosa = ?sin,B

Alegem sa determinam ap.
Aplicand Teorema 2 in AAOB  avem:
|0A” +|08" - 2|0A|0B|cos2 =| AB]
iar din (5), rezulta
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252 2 2
al +sz ] 2abL 0082 = (a+ b

I? 5 /? ,
de unde
[*(a+b)*- I
cos2B=——-"——
p 20%ab
si obtinem ca
IZC’ ] lzl
0032B= l& L2 =(a+b)261_£ =’a+b+1lé1_,’2
4ab 4ab lf [? E4b 4a 2 Ié 17
é:: k;i =K
Notindcu & L avem
1 K +1
cos’ B=—- 1- K?
By % 1K)
Prin urmare, deducem ca 4P depinde numai de kgi K. Astfel, gasim Xar Yor Xe1 g
Pentru a afla amploarea lui 7,1 aplicam teorema cosinusurilor si obtinem
6= 217, - 2c00(1- 26) | T, F= 41 T.F 008 BT 17, o LS
= - 2cos(rt - = oS =——
A A A A 2COSﬁ .

Figura 6. Fertele de legare

3.2. Conditii privind existenta solutiei
Am dat o solutie pentru problema noastra, dar stim ca trebuie sd rdspundem la urmatoarea intrebare:
este posibil ca punctul de echilibru sd nu existe? Am inceput rezolvarea problemei prin impunerea
unor conditii mecanice de echilibru si am ajuns la unele rezultate in forma trigonometrica. Desigur,
conditiile privind existenta punctului de echilibru trebuie sa satisfacd existenta cosinusului lui
C0S28 i a triunghiului AAOB .
Remarca 4, 0 <c0s25 <1 , adica 4A0B<90" prin urmare AAOB oste ascutit.

A . . . =/ . ||OAl- |OB| <l ABI=/
Remarca 5. Avand DA0B  inseamni ca |OAI+| 0B ABI=1 sl “ - || | AB] .

4. O generalizare
Remarca 6. Este bine cunoscut faptul cad imaginea geometricd a unui produs cartezian a doua

intervale [a, B]x[a, b)] (presupunand 8 <8 h< bz, dar nu e necesar) reprezinta un dreptunghi de

laturi &~ @ si b lq’ de trei intervale ADOB gste un paralelipiped dreptunghiular a.s.o. Poate fi
generalizat la un produs cartezian al unui numar finit de intervale obtindnd un dreptunghi n-
dimensional.
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I
I
I
I
I
I
1
T

a1
Fig. 6 — Un dreptunghi bidimensional

Problema din sectiunea 3 a prezentat o barda avand doar lungime, adicd era o problema
unidimensionald. O anumitd generalizare ar fi sa luam In considerare o bard cu zond, adica o bara
bidimensionald, ceea ce inseamna ca bara devine o placd dreptunghiulara. Placa ar fi atirnata de 4
fire si pot fi considerate 2 cazuri: o placd omogena si o placd neomogena (caz in care este data
pozitia centrului de masa). Carcasa placii omogene poate fi tratatd cu usurintd 1n acelasi mod ca

problema prezentata in sectiunea 3 impartind-o in doud bare unidimensionale (adica DB si AC),

cu un centru de greutate comun. Deoarece placa este omogena, centrul sau de greutate G vafila
intersectia lor.

Figura 7. O placa omogena agatata de 4 fire

In cazul unei plici neomogene, trebuie s echivalim placa cu doui bare neomogene, astfel incat
centrul de greutate al placii sa coincida cu centrul de greutate al sistemului de bare. Acest lucru este
posibil.

CONCLUZII
In viitor ne propunem si rezolvam generalizarea problemei pentru cazul unui paralelipiped
dreptunghic, adica o cutie goald umplutd omogena sau neomogena.

241



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

DI
Figura 8. O cutie goald omogena
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Rezumat: In aceastd lucrare ne propunem sa folosim transformarea unui automat finit nedeterminist in automat finit
determinist, cel din urma fiind automatul de care se foloseste algoritmul Aho-Corasick, pentru cautarea eficientd a
informatiilor pe internet.

Un automat finit nedeterminist (AFN) si un automat finit determinist (AFD) sunt doua tipuri de masini abstracte
utilizate in teoria limbajelor formale si in informatica pentru a recunoaste si procesa limbaje formale.

Cuvinte cheie: automate finite, transformare AFN in AFD, algoritmul Aho-Corasick, motoare de cautare

INTRODUCERE

Cu totii am cautat cel putin odata informatii pe internet, intr-un motor de cautare
(,,browser”), dar v-ati intrebat vreodatd cum functioneaza cautarea atit de rapid, printre atatea
informatii?

In acest articol demonstrdm viteza motoarelor de cautare, prezentand algoritmul de ciutare
Aho-Corasick, ce se bazeazd pe un automat finit determinist, lucru pentru care ne folosim de
programul de transformare AFN-AFD dezvoltat de mine.

Pentru a intelege aceste concepte avem nevoie de definitiile celor doud automate, a metodei
de transformare din AFN in AFD si a algoritmului Aho-Corasick, asa cd am adaugat mai jos
definitiile acestora.

O observatie importanta e aceea ca pentru cautare folosim siruri de caractere (,,string-uri’),
denumite cuvinte, din cadrul unui alfabet.

Automat finit nedeterminist (AFN):

Un AFN (figura 1) este un model matematic al
unui sistem automat cu stari si tranzitii intre acestea, in
care existd posibilitatea ca o tranzitie sa duca la mai
mult de o stare urmatoare pentru un anumit simbol
de intrare.

©

Fiecare St?‘re a unui AFN poate avea Figura 1. Exemplu de automat finit nedeterminist
zero, una sau mai multe tranzitii pentru fiecare (AFN)

simbol din alfabet.

AFN-ul poate accepta sau respinge un sir de intrare, In functie de starea finala in care ajunge
dupd ce a procesat intregul sir. De exemplu AFN-ul din figura 1 accepta cuvinte ce contin minim
doua litere ,,a”, cuvintele cu mai putin de doua litere ,,a” fiind respinse.

Automat finit determinist (AFD):

Un AFD (figura 2) este un tip special de
automat finit in care fiecare stare are exact o
tranzitie definitd pentru fiecare simbol din

alfabet.

Nu exista ambiguitate in procesul de .
tranzitie intre stari intr-un AFD, iar aceasta il _._ a o a
usor de implementat si de inteles.

Figura 2. Exemplu de automat finit determinist

face
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De asemenea, viteza de interpretare a unui AFD, de catre calculator, este cu mult mai
redusa, decat cea data de recursia unui AFN.

Similar cu AFN-ul (figura 1), un AFD (figura 2), poate accepta sau respinge un sir de
intrare, in functie de starea finala in care ajunge dupa ce a procesat intregul sir. AFD-ul din figura 2
are un comportament similar cu AFN-ul din figura 1, dar este mai usor de interpretat. Aceste
automate au fost generate cu ajutorul programului dezvoltat de mine.

Avand 1n vedere proprietdtile prezentate mai sus, un AFD este superior unui AFN din punct
de vedere al vitezei de interpretare, lucru care ne intereseaza in cazul de fata.

Transformarea din AFN in AFD cu ajutorul inchiderii epsilon:

Inchiderea epsilon este o operatie utilizata in teoria automatelor pentru a extinde un AFN
pentru a-1 face echivalent cu un AFD.

Ideca principald este de a gasi toate starile accesibile dintr-o anumita stare a AFN-ului,
inclusiv stérile accesibile prin tranzitii epsilon (fara consum de simbol).

Prin calcularea inchiderii epsilon pentru fiecare stare a AFN-ului si combinarea acestor
informatii, putem construi un AFD echivalent care recunoaste acelasi limbaj ca si AFN-ul original.

Procesul de transformare a unui AFN intr-un AFD implicd addugarea de stéri si tranzitii,
prin combinarea celor anterioare, In AFD pentru a reprezenta aceastd informatie despre inchiderea
epsilon, iar rezultatul este un AFD care poate fi utilizat pentru a recunoaste acelasi limbaj ca si
AFN-ul initial, dar cu o structurd mai simpla si fara recursivitate.
Algoritmul Aho-Corasik

Algoritmul Aho-Corasik [2] este 0 metoda eficienta de cautare a unor siruri de caractere
(,,string-uri”) intr-un text dat. Acesta poate cdauta simultan mai multe cuvinte in text, indiferent de
pozitia lor in text. Din acest motiv ciutarea se face foarte rapid, in timp liniar. In continuare se afla
o explicatie detaliata a algoritmului, Impreuna cu legétura sa cu AFD:

Constructia unui Automat de Sufix (Trie):

Pasul initial al algoritmului este constructia unui
arbore de sufixe (,,trie”) pentru toate pattern-urile pe
dorim sd le cautam in text.

Un arbore de sufixe este o structurd de date care
reprezintd toate sufixele unui set de cuvinte intr-un mod
eficient, permitind cautarea rapida a acestora.
Constructia unui Automat de Cautare (Aho-
Corasick):

Pe baza arborelui de sufixe, se construieste un
automat de cautare eficient, cunoscut sub numele de
"Automat Aho-Corasick™ (figura 3).

Automatul Aho-Corasick este o structura finita
determinista (AFD) extinsa, care permite cdutarea
tuturor pattern-urilor intr-un text cu o singura traversare Figura 3. Exemplu de automat Aho-
a acestula. Corasick
Cautarea in Text folosind Automatul Aho-Corasick: -

Dupa construirea automatului, acesta poate fi utilizat pentru a cduta pattern-urile intr-un text

care

dat.

In timpul cautirii, automatul se deplaseaza de-a lungul textului, facand tranzitii intre stirile
sale in functie de caracterele Intdlnite la momentul respectiv in text.

Atunci cand automatul ajunge intr-o stare finald, se semnaleaza ca unul sau mai multe
pattern-uri au fost gasite 1n text si se identifica pozitiile acestora.

244



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Constructia Automatului Aho-Corasick implica transformarea arborelui de sufixe intr-un
automat finit determinist (AFD) extins.

Automatul rezultat are o structura similara cu un AFD, dar este extins pentru a gestiona
cautarea mai multor pattern-uri simultan (legaturile desenate cu verde sau albastru din figura 3).

Tranzitiile intre stiri in automatul Aho-Corasick corespund tranzitiilor intre noduri in
arborele de sufixe, iar functionarea sa se bazeaza pe principiile automatelor finite deterministe.

Prin urmare, algoritmul Aho-Corasick ofera o modalitate eficienta de cautare a unor pattern-
uri intr-un text folosind un automat finit determinist extins, ceea ce il face util pentru: procesarea
textelor, analiza de securitate, analiza bioinformatica, etc.

Prin urmare, dacad avem un AFN, dar vrem si facem o cdutare in text, pe baza acestuia,
folosim programul de transformare in AFD, dupa care 1l transformam si interpretaim dupa modelul
automatului Aho-Corasick, model dupa care obtinem o viteza mare de cautare a cuvintelor, in text.

DEZVOLTAREA APLICATIEI LA NIVEL STRUCTURAL

Aplicatia in care am implementat transformarea din automat AFN (figura 1) in AFD (figura
2) se numeste ,,TransformareaAFN-AFD”, si are ca scop, dupd cum ii spune numele, de
transformare si vizualizare a celor doud automate.

Am ales sa implementez aplicatia in limbajul de programare python, pentru simplitatea
codului, dar si pentru folosirea unor biblioteci predefinite pentru interfata de utilizator (,.tkinter”)
sau pentru desenarea automatelor, ca grafuri, urmata de salvarea imaginilor obtinute (,,graphviz”)
[3].

Programul se instaleaza simplu, prin accesarea aplicatiei de instalare [4] (,,setup”), ca
administrator, iar acesta e usor de folosit prin intermediul interfetei de utilizator, unde se introduc
datele AFN-ului ce trebuie desenat si transformat.

Un alt aspect important al aplicatiei este cd, in timpul executarii, salveaza local imaginile
celor doua automate, cu extensia ,,png”, astfel, cele doua imagini pot fi folosite de utilizator in scop
didactic, ulterior.

La nivelul structurii aplicatiei, folosesc programarea orientatd pe obiecte, astfel incat am
definit clasa AFN si clasa AFD.

Un obiect creat din aceste clase este reprezentat de un automat, cdruia 1 se atribuie valori
pentru stari, alfabet, tranzitii, stare initiald si stari finale. Aceste doud clase au in comun
proprietdtile enumerate anterior, cat si o functie de desenare, care se foloseste de biblioteca
,»graphviz” [3] pentru a desena automatele ca grafuri, orientate, si de a salva mai apoi imaginile.

Clasa AFD, are metoda ,,accepta_cuvant”, care primeste un cuvant si verifica daca este sau
nu acceptat de automatul AFD respectiv.

Clasa AFN, fata de clasa AFD, are metode specifice, precum ,,afn_in afd”, ,,mutare” si
»inchidere epsilon”.

Metoda ,,afn_in_afd” primeste ca parametru AFN-ul curent si intoarce in schimb un obiect
AFD sinonim, 1n intermediul acesteia se fac toate mutarile posibile intre stiri si gruparea starilor
corespunzatoare, pand nu se mai obtin stari noi. Urmatoarele doua metode ajutatoare sunt esentiale:

Metoda ,,inchidere _epsilon” primeste o serie de stari din AFN si intoarce o serie de stéri In
care se poate ajunge din starile initiale, prin tranzitii epsilon (tranzitii care nu consuma simboluri,
practic o teleportare intre stari). Metoda ,,mutare” realizeazd mutari din starea actuald in starile
imediat vecine.

CONCEPTE FOLOSITE

Faptul ca am creat clase pentru cele doua automate, cu proprietati si metode specifice, face
codul usor de integrat 1n alte proiecte, unde se pot suprascrie metodele existente sau se pot adauga
metode aditionale pentru automate, daca este necesar. Asadar orice doritor poate accesa codul sursa
si 1l poate folosi foarte simplu.
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De asemenea, am incercat sa implementez programul pentru a fi cat mai usor de citit, cu
functii cat mai scurte si denumiri ale variabilelor cat mai usor de inteles, in limba romana. Pentru
asezarea in pagina, pentru python, am folosit biblioteca ,,flake8” [5], care imi atrage atentia astfel
incat codul sa fie in formatul universal acceptat, cu linii scurte de cod si spatiere corespunzatoare.

Constructorul automatelor este definit pentru a initializa urmatoarele proprietati (figura 4):

def __init__(self, stari, alfabet, tranzitii, stare_initiala, stari_finale):
self.stari = stari
self.alfabet = alfabet
self.tranzitii = tranzitii
self.stare_initiala = stare_initiala
self.stari_finale = stari_finale

Figura 4. Metoda constructor pentru automate

MOD DE INSTALARE

Instalarea aplicatiei ,,Transformare AFN-AFD” se poate face pe orice dispozitiv cu Windows
si se realizeazd prin descarcarea fisierului ,transformare AFN AFD setup.exe”, prin accesarea
linkului de mai jos si selectarea optiunii ,,view raw”, moment in care incepe descarcarea.
https://github.com/Pechi23/TransformareAFN-AFD/blob/main/transformare_ AFN_AFD_setup.exe

Pe parcursul descarcarii si al instalarii, antivirusul dumneavoastra va va anunta ca programul
pe care doriti sd-1 accesati nu este dintr-o sursd cunoscuta, astfel poate fi daunator, dar continuati
instalarea, ignorand aceste avertismente.

Dupa ce ati descarcat programul de instalare pe dispozitivul dumneavoastra , dati click
dreapta pe program si selectati optiunea de al rula ca administrator (,,run as administrator”),
moment in care incepe instalarea.

Motivul pentru care trebuie rulat ca administrator este pentru ca programul de instalare sa
aiba dreptul sa adauge biblioteca ,,Graphviz” [3] la PATH, astfel, dacd nu-I rulati ca administrator,
va f1 necesar sd adaugati pe cont propriu Graphviz la PATH in ,,environment variables”, pentru
functionarea aplicatiei.

MOD DE UTILIZARE

Dupa instalare, aplicatia de transformare se foloseste simplu, prin completarea formularului
ce citeste date despre AFN-ul pe care vreti sa-l transformati (de exemplu cel din figura 5), dupa care
dati click pe ,,Submit”, moment in care imaginile automatelor apar mai jos.

Imaginile sunt salvate in folderul in care s-a instalat intreg programul, cel mai probabil in
folderul ,,Program Files”.

f Introduceti datele pentru AFN - O X
Stari (separate prin virgula): 50,5152
Alfabet (separate prin virgula): ab
Tranzitii (in format 'stare_initiala simbol stare_urmatoare’, separate prin virgula): |s0 a s0, sOb s0, s0as1,s1 bs2
Stare initiala: s0
Stéri finale (separate prin virgula): 52

Submit

Figura 5. Exemplu de completare a programului de transformare

CONCLUZIE
In concluzie, cautarea pe internet poate fi facuta rapid, folosind algoritmul de cautare Aho-
Corasick, 1n detrimentul unei cadutari obisnuite, mai lentd. Formarea structurii necesare pentru
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aplicarea algoritmului, dintr-un AFN, se poate realiza transformarea lui, mai intai intr-un AFD,
dupa care se interpreteaza ca automat Aho-Corasick.

Programul de transformare poate fi folosit de asemenea pentru a vizualiza anumite automate
complicate, sau in scop didactic de catre profesori, care le pot prezenta studentilor anumite
automate, iar mai apoi, automatele echivalente acestora.

Imaginile cu automate AFN si AFD prezente in articol au fost generate prin intermediul
aplicatiei dezvoltate de mine.

Daca sunteti interesati de modul in care am programat aplicatia pentru transformarea AFD-
AFN sau vreti sa integrati in programele voastre automatele, puteti gasi proiectul, in mod public, pe
profilul meu de GitHub:

https://github.com/Pechi23/TransformareAFN-AFD
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Rezumat: In literatura de specialitate sunt cunoscute diferite caracteristici numerice asociate numerelor fuzzy, precum
valoarea de expectantd, intervalul de expectantd, ambiguitatea sau valoarea unui numdr fuzzy. In aceastd lucrare vom
aborda problema calculului acestor caracteristici in cazul numerelor fuzzy liniare pe portiuni.
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INTRODUCERE

Din cauza complexitatii mediului Tnconjurator si a limitarilor cunoasterii umane, viata de zi cu zi
este plind de informatii incerte. Numerele fuzzy sunt o extensie a numerelor clasice, concepute
pentru a gestiona incertitudinea in diverse aplicatii. Ele sunt utilizate in principal in teoria fuzzy si
logica fuzzy, care se ocupi de situatiile in care datele nu sunt precise sau sunt ambigue. In loc si
atribuie un singur punct fix pentru a reprezenta o valoare, un numar fuzzy utilizeaza un interval de
valori si o functie de apartenentd pentru a descrie gradul de adevar sau probabilitatea fiecarei valori
din interval. Aceasta permite o modelare mai flexibild si realistd a fenomenelor din lumea reala,
cum ar fi luarea deciziilor in conditii de incertitudine, controlul sistemelor complexe si procesarea
informatiilor incomplete. Numerele fuzzy pot fi de diferite tipuri, cum ar fi interval, triunghiulare,
trapezoidale, fiecare avand aplicatii si avantaje specifice in functie de contextul utilizarii. Cu toate
acestea, in unele situatii de aplicare, reprezentarea trapezoidald poate fi prea restrictiva. Astfel,
pentru a evita limitarea reprezentarilor trapezoidale si pentru a imbunatati acuratetea, in [4],
Coroianu, Gagolewski si Grzegorzewski au definit asa-numitele numere fuzzy liniare pe portiuni cu
un nod, care sunt suficient de simple si flexibile pentru a reconstrui conceptele fuzzy de intrare.
Béez-Sanchez, Moretti si Rojas-Medar au introdus in [2] conceptul de numar fuzzy poligonal, iar
mai apoi, Wang si Shen au propus in [7] metode de aproximare a numerelor fuzzy generale folosind
un numadr fuzzy liniar pe portiuni cu noduri multiple.

1. Numere fuzzy liniare pe portiuni
O multime fuzzy este o functie u:X —[0,1]. Pentru fiecare multime fuzzy u, notim cu

[u]rmul'gimea sa de nivel r, unde [u]r ={xe X :u(x)>r},vre(0,1]. Suportul multimii fuzzy
ueste suppu= {X e X 1u(x)> O} . Prin [u]o intelegem inchiderea suportului lui u .

Definitie 1. (Diamond-Kloeden [6]) Daca u este o multime fuzzy convexa pe [J , normala, superior
semicontinud in fiecare punct X, €l si care are suport compact, atunci U se numeste numar

fuzzy.
Notam cu E multimea tutror numerelor fuzzy. Pentru ueE, notim intervalul inchis

[u] =[g(r),ﬁ(r)] , pentru orice r €[0,1].
Definitie 2. (Lv, Wang [8]) Fie r=(r,,r,....1,.,), S=(S4,S,-+Sy), 0= <p<..<r,<r. =1
1:Sn+1

a,<a<..<a

>s,>..>5,>s,=0. Pentru fiecare A=(a,a,...a,,) si B=(b,b,...b,), cu

5

<b,, <..<b <b,, numarul fuzzy u definit ca:

m+l — “n+l —

248


mailto:adirat10@gmail.com

STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

0, daca x < a,
X —a, 5
r; , dacia, <x<a
"a,-a
X— <
r1+(r2—rl)a2_21, dacia <x<a,

X—a 5
)—=L, dacia,, <x<a,

m m-1

X—a 5
r,+(1-r,)—"—, dacia, <x<a,,

m+1 m

u(x) =41 dacaa,,, <x<b,,

sn+(l—sn)bb”—_x, dacib, , <x<b

n+1 n
n n+1

b, ,—Xx
—1 — dacab, <x<b_ ,

Sn—l + (Sn - Sn—l) bn,l b

n

sl+(sz—sl)u, daci b, < x<b,
bl_bZ

slm, daca b, < x <b,

bo_bl

0, daca x > b,

se numeste r —S numdr fuzzy liniar pe portiuni, notat prin u , = PL(AT 1 B',s' )

Numim r multimea valorilor pragului stang, iar S multimea valorilor pragului drept a numarului
fuzzy liniar pe portiuni U . In cazul particular in care r =s, U, se va numi numar fuzzy liniar pe
portiuni cu r (s) noduri.

Pentru r,,s; €[0,1] fixati, 0=r, <...<r,, =1=5

i >S, >...>S, =0, notdm multimea tuturor r—s

n+1
numerelor fuzzy liniare pe portiuni cu "PL° E) si notdim cu PL’ (E) multimea tuturor numerelor
fuzzy liniare pe portiuni cu r(=s) noduri.

Conform [7], daca u e "PL*(E), atunci:

a, +(a1—ao)ri, dacar e[0,r,]

1
r-n,

a+(a,-a) , dacare(r,r,]

2 1

u(r)=

r—r
a,,+(a, —amfl)ﬁ, dacare(r,,,r,]

m m-1

r—r
am+(am+l—am)1 m dacire(r,l1]

m
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b +(bl—b0)sL, daca r €[0,s,]
1
r-s

, dacare(s,s,]

by +(b, - by)
u(r)=+...

b, +(b, —bnfl)m, dacire(s,,,S,]

Sh —Sha

S, —$

b +(bn+1—bn);_sn

n

, dacare(s,,1]

pentru orice r €[0,1].

Exemplu 1.

Daca avem r :(0,0.3,0.6,0.9,1), S :(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1), A:(—l, -0.7,-0.5, —0.2,—0.1) si
B= (1, 0.9,0.7,0.5,0.3, O) , atunci obtinem functia de apartenentd a numarului fuzzy
Uy =PL(A",r";B",s") ca

0, dacax < -1

X+1, daca —-1<x<-0.7

1.5x+1.35, daca —0.7<x<-0.5

x+1.1, daca —0.5<x<-0.2

x+1.1, daca —-0.2<x<-0.1

1, daci —0.1<x<0

u,(X)=
n (X) 1—§x,da050<xs0.3

1.1-x, daca 0.3<x<0.5
1.1-x, daca 0.5<x<0.7
1.1-x, daca 0.7 <x<0.9
2-2x, daca 0.9<x<1

0, dacax>1

Multimile de nivel r ale numarului fuzzy u, sunt:
r—1, dacar <[0,0.3]
%r —-0.9, dacar €(0.3,0.6]

u(r)=
r—1.1, dacar e(0.6,0.9]

r—1.1, dacar (0.9,1]

si

1 <
1—5 r, dacar [0,0.2]
1.1-r, dacar €(0.2,0.4]

u(r)=41.1-r, dacir e (0.4,0.6]
1.1-r, dacar €(0.6,0.8]

1.5—gr, dacar (0.8,1]
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2. Caracteristici numerice asociate numerelor fuzzy

Adesea, de exemplu pentru a ordona numere fuzzy sau a interpreta rezultatele obtinute, este
necesar sa sintetizam un numar fuzzy intr-un numar real sau un interval de numere reale. Prezentam
in continuare cateva exemple de moduri 1n care se poate face aceasta.

3.1 Interval de expectanta

Intervalul de expectanta este o caracteristica foarte importantd a unui numar fuzzy, avand multe
proprietdti interesante si fiind util In numeroase situatii, precum defuzificarea sau aproximarea
numerelor fuzzy. Intervalul de expectanta a unui numar fuzzy u este introdus ca fiind:

El (u)=ﬁg(r) dr,jﬂ(r) dr}

3.2 Valoarea de expectanta
Punctul de mijloc al intervalului de expectanta se numeste valoarea de expectantd a numarului
fuzzy si este definit dupa cum urmeaza:

EV (u) :%Ug(r) dr +ja(r) er

Valoarea de expectantd a unui numar fuzzy u este o caracteristica de localizare, adica un punct
care indica o valoare care este, intr-un anumit sens, tipica pentru o notiune fuzzy modelata de u .
3.3 Ambiguitatea
Ambiguitatea lui u poate fi vazuta ca dispersia globala a functiei de apartenentd a lui u. Prin

urmare, ambiguitatea este 0 masura a incertitudinii unui numar fuzzy, definita ca:
1

AMB (u) = I r(ﬁ(r) —g(r)) dr

3.4 Valoarea
O altad caracteristica de localizare a unui numar fuzzy este valoarea unui numar fuzzy si este
definitd prin urmatoarea formula:

VAL (u) :jr(g(r) +ﬁ(r)) dr

3. Calculul caracteristicilor numerice pentru numere fuzzy liniare pe portiuni

In aceasta sectiune ne propunem si calculdm caracteristicile numerice prezentate in sectiunea 3,
in cazul numerelor fuzzy liniare pe portiuni. Aceasta este o problema esentiald in teoria numerelor
fuzzy, deoarece aceste caracteristici sunt folosite in diverse aplicatii precum analiza deciziilor,
optimizarea si modelarea incertitudinilor

4.1 Valoarea de expectanta a numerelor fuzzy liniare pe portiuni
Tindnd cont de reprezentarea multimilor de nivel ale unui numar fuzzy liniar pe portiuni (vezi
Sectiunea 2), obtinem:

O ey
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i=0 ! fia =T
m m r.'2 _rz m r
:gai(n+1_ﬁ)+§(ai+l a‘l)z(l;il+l Iri)_;(aiﬂ al)rHll ri(rnl_rl)
m m —
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I
=
—~
_
s
|
=
Q2
by
N
QD

si
Iu(r)dr—Zb i+ ')+ n(bi+l_b1) . r_z_slr} ZH
=0 41— S 2 i
_ . . S?H—S? n S.
_;b'(sm_sj)+,=o(bj+l_bl)2(éj+1—;,) é(bj+l_bj)sj+ll—sj (S,+1 sj)
=200, (5505 2o 0,5
j=0

1 n
= EZ(SJH —Sj )(bi+1 +b;).

j=0
Propozitie 1. Dacd u e "PL° (E), atunci valoarea de expectantd a numarului fuzzy u este

EV (u) =3 D2(h = 1) (B 8) 5 (5105, ) (b +))

i=0 j=0
iar intervalul de expectanta se scrie sub forma:
1 1
1 (0)-) 335 a) (s ) ()
2 i=0 2 j=0
Exemplu 2.

Calculand valoarea de expectanta si intervalul de expectantd a numarului fuzzy liniar pe portiuni
U, definit la exemplul 1, pe baza propozitiei 1, obtinem:

EV (u, )=0.0125

El (u pI)=[S|0555058]

4.2 Ambiguitatea numerelor fuzzy liniare pe portiuni
Asemanator cu calculul in cazul valorii de expectanta, tinand seama de reprezentarea din Sectiunea

2 obtinem:
3

m a m 1 r r2 fia
jr u(r) dr = ZOE(.il—n2)+§(ai+l—ai)ri+l_ri(g—nngrz*
_mi o A i,|i1 ris_mai+l_ai.£ 2 _y?
_gz(r‘”l I |+1+r +IZO: ro—1 3 ;rp.l_ri 2(ri+l rl)
=330, n)(mﬁr.)i‘?”_? A ML B
i=0 i=0 Ti+ i
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=lzm:( i = )(3& ta,— |)+1 n ri+l(ai+l_ai)(ri+l_ri)
6% 692
:%g[(rﬁl )(al+l +2a ) |+l(ai+1 _ai)(ri+1 _ri):|
si
1 n b n 1 r3 r2 ..
.([r u(r) dr = J_OE‘(sfﬂ—sf)jtj_o(bj+1 bJ)SH—SJ (5 s, 2j|1
o, b, n b, —b; sS,-s &.b,, b s
=,--oEJ(SJ+1 sj)(sj+1+sj)+rzos:_sj, 113 i D 2(31_2+1_SJ;)
2 b b, —b 2(S;. =S ) (S5 +SP 55,1 )=3(S;,1 =S )(Sia—S;)S;
:,—_OEJ(SJ'+1_SJ)(SJ'+1+S,-)+§S: s:‘ ( il ( TR B Jé) ( i ,)( 1 J) j
0 b, n b —b
" OEJ(SJ+1‘51)(51+1+51)+ j_o%-(%fﬂ—sf ~5;51.1)

>

S
o
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o

|
|l Ol

—
I
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Propozitie 2. Dacd u e "PL°(E), atunci ambiguitatea numarului fuzzy u este:

AMB(U)__ZI:(SJ+1 S )(b1+1+2b) j+1(bj+1_bj)(sj+l_Sj)}_%izmo:[(riil i )(a|+1+2a) |+1(a|+1 a)( i+1 r.)]

64
Exemplu 3.
Calculand ambiguitatea numdrului fuzzy liniar pe portiuni U, definit la exemplul 1, pe baza
propozitiei 2, obtinem:

AMB(u ) =0.4128.

4.3 Valoarea numerelor fuzzy liniare pe portiuni
Tinand cont de calculul din sectiunea 4.2, obtinem imediat urmatorul rezultat:
Propozitie 3. Dacd u e "PL° (E), atunci valoarea numarului fuzzy u este:

VAL(U)— Zn:[(sj+1 )(bj+l+2b) J+1(bj+1_bj)(sj+1_Sj):|+%i|:(riil ri)(a|+1+2a) |+1(ai+1_ai)(ﬁ+1_ﬁ)]-

j—O i=
Exemplu 4.
Calculand valoarea numarului fuzzy liniar pe portiuni U, definit la exemplul 1, pe baza propozitiei

3, obtinem:
VAL (u, ) =0.0005.
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Rezumat: In aceastd lucrare am prezentat céteva notiuni si rezultate de bazd din teoria grupurilor finite, si anume:
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1. Grupuri finite. Ordinul unui element
Definitia 1. Fie (G,-) un grup si X o submultime neviddi a sa. Notim cu
(X)=N{H|X = H,H <G} intersectia tuturor subgrupurilor lui G care il contin pe X (<X>,)

este un subgrup al lui G, numit subgrupul generat de multimea X .
Observatii.
I. (X)) este cel mai mic subgrup (in raport cu relatia de ordine <) al lui G, astfel incét

X g<X>.
i (X)z{aeGH nel 3%, %, X, €G,3K,Ky,...k €L, azxfl.xzkz.,...xk"},

n
ili. Daca xeG, atunci subgrupul generat de elementul X este (X)z{xk kel }

Definitia 2. Grupul (G,-) se numeste grup ciclic daca existd xeG astfel Incat (x) =G. in acest
caz, elementul X se numeste generator al grupului G .

Observatie. Daci (G,-) este un grup ciclic de ordinul n, a este un generator al grupului G si
k e[, atunci a“ este un generator al lui G daca si numai daca (n,k)=1.

Definitia 3. Grupul (G, ) se numeste finit generat daca exista N el ’ si a,a,,...,a, €G astfel incat
(a,a,,...,a,)=G. In acest caz, elementele a,,a,,...,a, se numesc generatori ai grupului G .

Observatii.
i.  Orice grup ciclic este comutativ.
ii.  Orice grup finit este finit generat.
Definitia 4. Fie grupul (G,-) cu elementul neutru €. Elementul x eG este de ordin finit, daca

exista mell *, astfel incat X" =€ . In acest caz, min {m el” | X" = e} =ord(x) se numeste ordinul

elementului X . Elementul x e G este de ordin infinit, dacd X nu este de ordin finit.
Teorema 5. Fie grupul (G,-) si elementul x e G.

a) Daci ord(x)=nel] ", atunci elementele e, x,x?,...,x"*
X =X ™" pentru orice k <01,

b) ord(x) =+ daci si numai dacd avem X # X pentru orice k ,k, 7,k =Kk,

sunt distincte doud céte doua si

Consecinte.
1) Fie grupul (G,). Daca xeG si ord(x)=nel”, atunci ord(x)=n si

(x>:{e,x,x2,...,x”’l}. |
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Grupul finit G de ordinul Nell” este ciclic daca si numai daca G are un element de
ordinul n.

Fie grupul (G,-). Dacd xeG si ord(x)=nel" si kell ,x“=e, atunci n|k.

Orice element al unui grup finit are ordinul finit.
Orice doua grupuri ciclice de acelasi ordin sunt izomorfe. Daca G este un grup ciclic de
ordinul n, atunci (G,-) U (0,+) .

Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.
Daca X,y e G, atunci:

a) ord(x) =ord(x™)

b) ord(x-y)=ord(y-x)

Daci f:G—>G" este un morfism injectiv de grupuri multiplicative si aeG, atunci
ord(a) =ord(f(a)).

Fie grupul (G,-) si 3,b€G cu ord(a)=mel ", ord(b)=nell”, astfel incat a-b=b-a
Notdm cu d =(m,n), p=[m,n]. Atunci:

a) ord(a-b)| p

b) Hp|ord(a-b)

10) Fie grupul (G,-) si xeG, ord(x)=nell . Atunci:

a) Oricare ar fi ke[, ord(x)|n.

i i kell, ord(x) = ——
b) Oricare ar fi K € (x%) o)

11)Fie (G,-) un grup ciclic de ordinul n, G=(a) si kel . Atunci a‘ este generator al

grupului dacd si numai daca (k,n)=1.

12) Dacd (G,-) ungrup ciclic de ordinul p, pell numar prim, atunci:

a) Orice element al lui G este generator al grupului.
b) G nu are subgrupuri proprii.

Vom demonstra consecintele 3, 7, 8, 9, 10 si 11, celelalte fiind evidente:

Demonstratie.
3. Conform teoremei impirtirii cu rest, existd si sunt unice ¢,r €J , cu 0<r <ord(X), astfel incat

k=ord(x)-q+r. Atunci x* =x"*" =(x")?-x", si cum X" =€, rezultd ca X = X" si deci X =€. Dar

n:0rd(X):min{meD*|Xm=e},deunderezultécé r=0,deci K=n-q, adica n|k.

7.a) 1. Dacd ord(X)=nell”

Avem X'=e si (x1)"=(x")"=e"=e. Fie k=ord(x™"). Din consecinta a treia rezulta K|n.
cum e=(x1)* =(x*)", rezultd cd X =¢€ si cum ord(X)=n, din consecinta 3 rezultd ca N|k.
Asadar n=k.

II. Daca ord(x) =+

Sa presupunem cd ord(x ') =k €[] . Atunci din cazul anterior rezultd cd ord(x)=ord(x )" =k,
ceea ce este fals. Asadar, ord(x ™) =+oo.

256



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

b) I. Dacd ord(x-y)=nel”

Avem (x-y)=eox-(y-X)'-y=e<(y-x)-y=y, echivalent cu (y-x)*=e. Asadar,
ord(y-x)=k'el" si k'|K. Dar (y-x)“ =e daca si numai daci y-(x-y)**'-x=e< (x-y)* =¢,
si cum ord(X-y) =k , rezulta k|k'. Deci k =k'.

II. Daca ord(X-y) =+

Presupunand ci ord(y-x)=kell” rezultdi ca mai inainte ca Ord(x-y)=Kk, ceea ce este fals.
Asadar, ord(y-X) =40,

8.1 Dacd ord(a)=k ell”

Avem e'= f(a“)=(f(a))* si deci ordinul elementului f(a)eG' este finit. Fie t=ord(f(a)).
Rezultd ca t|k. Dar e'= f(a') =(f(a))' si pentru ci f este o functie injectiva, rezultd ca a' =€ si
cum ord(a) =k, avem K |t. Deci k =t.

II. Daca ord(a) = +oo

Presupunem ci ord(f(a))=k el ". Atunci (f(a))* =e= f(a“) si din injectivitatea lui f , rezulta
cia“=e , ceea ce este fals. Asadar, ord ( f (a)) =00

9. Se stie ci daci a-b=Db-a, atunci pentru orice k ] avem (a-b)* =a“-b"

a) Avem m=d-m, sin=d-n,cum,nell, (m,n)=1,iar p=d-m -n,.

(a-b)? =(a-b)!™" =a™ .p"™ =(@a™)" - (b")™ =e, iar din consecinta 3 rezulta K|p, unde
ord(a-b) =k (evident ca ord(a-b) el ").

b) Ep|m1-n1. Demonstram ca m, -n, | K .

(a-b)f=e=a"=b*=a""=b*"=e, de unde rezulti pe baza consecintei 3 «ci
mlk-n<d-m|k-d-n,=m |k-n,.Dar (m,n) =1, de unde rezultd ca m, |k.
Analog rezulta ca n |k, si cum (m;,n)=1, obtinemca m -n |K.

10. a) (x*)" =e, de unde rezulti pe baza consecintei 3 ca ord(x)|n.

b) Fie d=(k,n). Atunci existi n,k €[] astfel incait n=d-n, k=d-k, cu (n,k)=1. Cum
(X)™ = x"% =g rezulti pe baza consecintei 3 ci ord (x*)|n,. (1)

Fie s=ord(x*). Avem X“=e si cum Ord(x)=n, rezulti din consecinta 3 ci
nik-s=d-n|d-k-s=n|k.-s. Deoarece (n,k)=1, rezulti ci n |s. Tinand cont de (1),

. o .o d ky _ _ n _ n
obtinem cd n, =S, adica Or (x )—nl—a—m.
11.
Lema: Fie K,nell . Atunci (k,n)=1<3t,s€l astfel incat k-t+n-s=1

k-1 . o .
=€. Rezulta din consecinta

3caord(@=n|(k-t-1)=3sel astfel incit k-t—1=s-n<n-(-s)+k-t=1< < (k,n)=1.
<" (k,n)=1<3t,sel astfel incat k-t+n-s=1.

,» =" Cum <ak>: G, exista t <[] astfel incat (a)' =a si deci a
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Atunci a=a“""* =(a")'-(@")° =(a")" sideci ae <ak> si cum grupul G este generat de a, rezulta

ca Gc <a">. Dar <ak> c G, deci G= <ak> . Sa observam ci exista @(n) generatori ai lui G .

2. Aplicatii
Problema 1. Fie (G,-) un grup finit. Dacd M si N sunt divizori ai ordinului grupului, atunci
ecuatiile X" =1 si X" =1 au o singura solutie comuni daci si numai daca (m,n)=1.
Solutie. Observdm cd x =1 este o solutie comuna a celor doua ecuatii.
"«<" Dacd (m,n)=1, atunci existd U,V €Ll astfel incat m-u+n-v=1.
Daca X, este o solutie comund a celor doua ecuatii, atunci avem x;" =1 si X;' =1, adica
Xo _ Xmu+nv =1

=xM™ =1,
"=" Daca d =(m,n), atunci exista a,bell astfel incat m-a+n-b=d . Atunci solutia comuna
X, a celor doud ecuatii va fi solutie si a ecuatiei x* =1 si reciproc (xI' = x) =1=>x{ = xJ*"™ =1).
Daca d > 2, atunci d are cel mult un divizor prim p. Atunci orice element de ordin p din G este
solutie a ecuatiei x* =1. Cum exista astfel de elemente in G, conform teoremei lui Cauchy, rezulta

- . d . .o A .. . . A
ca ecuatia X =1 nu are solutie unicd, ceea ce este in contradictie cu ipoteza. Asadar, rimane doar
cazul d =1.
Problema 2. Dacd G este un grup cu 10 elemente in care existd a,b e G \{1} distincte, astfel incat

a’=b”=1, atunci G nu este abelian.

Solutie. Presupunem ca G este grup abelian. Atunci ab =ba.

Considerim H ={1,a,b,ab}. Deoarece G este presupus abelian, atunci a®=b”=(ab)* =1,
a-(ab)=a’b=Dbsi b-(ab) =ab’ =a. Astfel, H este subgrup al lui G.

, adica 4|10, ceea ce este fals. Asadar, presupunerea

Din teorema lui Lagrange avem ca |H | | |G

este falsa, deci G nu este grup abelian.
Problema 3. Daca G este un grup comutativ de ordin n, atunci produsul celor n elemente ale lui G
este egal cu produsul tuturor elementelor de ordin cel mult 2. Aplicand acest rezultat grupului

multiplicativ (Z; , ) , daca p este numar prim, atunci vom demonstraca p|(p—-1)+1.

Solutie. Scriem HX= H X | H X | si vom demonstra ca H x=1.

xeG xeG xeG xeG
o(x)>2 o(x)<2 o(x)>2

Daci xeG cu 0o(x)>2, atunci o(x)=0(x")>2. Dar x# X", cici in caz contrar ar rezulta ci

x* =1. Astfel, in produsul H x daci apare un factor X, atunci apare si factorul X, deci in acest
50052

produs factorii se grupeaza doi cate doi (fiecare cu inversul sdu), de unde rezultd ca produsul

H x=1, deci HX = H X . Pentru a demonstra teorema lui Wilson, se tine cont de faptul ca

xeG xeG xeG
o(x)>2 o(x)<2

singurele elemente din Z; de ordin mai mic sau egal cu 2 ( p numar prim) sunt 1 si p—1=-1,
deci conform celor de mai inainte 1-2-...- p—1=-1, deunderezultica p|(p—-1)H1.

Problema 4. Daci p este un numdr prim, nell ™ si U o= {Z el™|z" :1} , atunci:
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(i)Upo CUpl C...CUpn c..cl’;

(ii) Dacd notdm U . =nLJ)upn atunci U <(07,);

(i11)) Daca H < (U b ) este propriu, atunci existd nel] astfel incat H =U o
Solutie.

(1) Notam H :Upn si yn:cosz—f+isin2—7:, nell.
p p

n n+l n p . .
Dacd zeH, = z" =1=7° =(zp) =1°=1. Rezultd ca zeH_,, deci H, < H,,;. Incluziunea

n+l"
. . o 2r . . 2«
este strictd deoarece y,,, € H, , sicum y’ =cos—+isin—=#1=y e H. .

(i1) Rezulta imediat din (i)

(i) Fie H <U_., H=U_ sifie n cel mai mic numar natural pentru care y, eH si y,,,¢H.
Vom demonstraca H=H_.

Incluziunea H = H,, este evidentd deoarece H, =(y, ), iar y, eH.

Fie zeHcU -~ Rezultd ca exista mell astfel incat zeH,. De unde rezultd ca
0o(z2)| p" =o0(z)=p",unde 0<r <m. Deci z este o radicind de ordin r a unitatii, de unde rezulta
ca z=yf, cu (k,p")=1.

Daci a,bell astfel incit a-k+b-p' =1=y, =y** :(yf )a =z"eH.Rezultd ca r<n si cum

HcH =zeH =>HcH, =H=H,.

Problema 5. Daca (G,-) este un grup finitsi f € Aut(G), atunci f are un singur punct fix daca si
numai dacd functia F:G — G, F(X)=x"f(x) este bijectivi.

Solutie.

= Presupunem ca f are un singur punct fix, si anume pe 1, elementul neutru al lui G, deoarece

f(@)=1.

Fie F(x)=F(y). Rezulti ci x () =y f(y), deci
f(x)(f (y))fl =xy "= f(xy)=xy' =xy'=1=x=y = Feste injectivi. Dar cum G este
grup finit, rezultd cd F este surjectie. Asadar, F este bijectiva.

"<" Fie F bijectiva. Daci xeG\{1} este un punct fix al lui f, atunci f(x)=x. Rezulti ca
x ' f(x)=1=1"f(1) = F(x) = F(1) = x =1 deoarece F este injectivi.

Problema 6. Daca (G,-) este un grup finit, card(G)=nel[] , n>3, atunci urméatoarele afirmatii
sunt echivalente:

i. (G,-) este grup comutativ

i, X"yt =(x-y)", VX, y eG

n—

iii. X" y"? =(y-x) 2 VX, yeG
Solutie.

1) = ii) si 1) = iii) sunt evidente
Au loc relatiile:
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card(G)=n=a"=¢,VacG=a""'=a ', VaeG
a2 =a? vaeG,unde a?= (a‘l)2

(ab)f1 =b*a’,va,beG
i) =1i)
Fie X,yeG. Avem

=00 () =) ) =y 0y () () =y e (@)
este grup comutativ.
i) = i)

2\, 2

Fie X,y €G. Avem xxyy ™ =x?y 2 =x"2y"2 =(yx)" " =(yx) * =((YX)1)2 =

2 e s o
:(x’ly’l) =x'y'x'y'. Dupi simplificiri obtinem x'y"=y'x™", de unde, prin inversare,

rezultd ca yx =Xy, deci (G,-) este grup comutativ.
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ELEMENTE NILPOTENTE SI IDEMPOTENTE
Carmen RUSU
Liceul Teologic Penticostal Betel, Oradea, Romania, profesor de matematica, ocrusu@yahoo.com

Rezumat: Caracteristicile elemntare ale inelelor legate de elementele nilptente, elementele idempotente si divizorii lui
zero pot conduce la apicatii interesante in stidiul structurilor algebrice. Materialul are ca scop prezentarea cdtorva
astfel de situatii. Continutul acestuia va putea fi util atdt elevilor cdt si profesorilor care ii pregatesc pe acestia pentru
examenele nationale si concursurile scolare, dar si celor interesati in studiul inelelor.
Cuvinte cheie: element nilpotent, element idempotent, divizori a lui zero intr-un inel

INTRODUCERE

Pentru a putea parcurge aplicatiile vom avea nevoie sa prezentdm succint citeva notiuni
teoretice, definitii, propozitii si consecinte ale lor, fard a ne opri la demostrarea acestora. Toate
demonstratiile se pot gasi in bibliografia indicatd in acest articol precum si in alte culegerei si
materiale de specialitate.

Definitia 1. Fie (A,+,- ) un inel.
1) Unelementx € A, x # 0se numeste divizor al lui zero la stanga (la dreapta), daca
qy € A,y #0, astfel ca xy = 0 (respectiviy € A, y#0cuyx=0).
Elementul x € A, X # 0 se numeste divizor al lui zero, daca 0 este divizor al lui zero la stanga
si la dreapta in orice inel nenul.
2) Inelul A are divizori ai lui zero, daca A contine cel putin un divizor al lui zero, in
caz contrar, spunem ca A nu are divizori ai lui zero sau ca A este inel integru.

Definitia 2. Un inel nenul A comutativ cu element-unitate si fara divizori ai lui zero se numeste
domeniu de integritate.

Definitia 3. Fie A un inel.
1) Un element cu proprietatea x> = x se numeste element idempotent al lui A.
2) Un element x € A cu proprietatea ci In € N” astfel incat X" = 0 se numeste element
nilpotent al lui A.
Exemple:
1. Ininelul Zs elementele 3 si 4 sunt idempotente, intrucat 32 = 3 si 4% = 4.
2. In inelulZs elementul 2 este nilpotent, intrucat 2° = @.
3. In orice inel cu element-unitate, elementele 0 si 1 sunt idempotente.
4. In orice inel, 0 este element nilpotent.
Legatura cu divizorii lui zero este data de urmatorul rezultat.

Propozitia 1. Fie A un inel. Atunci:
1. Orice element nilpotent nenul din A (daca exista) este divizor al lui zero.
2. Daca A este inel cu element-unitate, orice element idempotent din A diferit de 0 si 1 (daca
existd), este un divizor al lui zero.

Consecinti. Intr-un inel integru singurul element nilpotent este 0; daca, in plus, inelul este cu
element-unitate, singurele elemente idempotente sunt 0 si 1.

Urmatorul rezultat leaga elementele nilpotente de cele inversabile.
Propozitia 2. Fie A un inel cu element-unitate si XEA un element nilpotent. Atunci elementele 1 + x
si 1- x sunt inversabile.
261



STIIN7E EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XVI, 2024

Propozitia 3. Fie Auninel cud € 4 unicul element nilpotent si a,b € A astfel incdt a®>— 0> €
U(A). Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) A este corp.

ii) Singurele solutii ale ecuatiei (X —a)(X —b) =0,x €A, suntx=asix=h.

Propozitia 4. Daca numarul elementelor idempotente ale inelului A coincide cu numarul
elementelor inversabile, atunci inelul A nu are elemente nilpotente nenule.

Propozitia 5. Fie A un inel cu 9 elemente astfel incdt 1+ 1 + 1= 0. Daca A nu este corp si 0 € A
este unicul element nilpotent al inelului A, atunci numarul elementelor inversabile ale inelului A
coincide cu numarul elementelor idempotente.

Iata doua probleme pe acest subiect, date la olimpiadele la matematica din anul 2007

1. Consideram un inel finit in care numarul elementelor inversabile este egal cu numadrul
elementelor nilpotente. Aratati cd un element x al inelului este inversabil dacd si numai daca
elementul 1 + x™ este nilpotent, pentru orice numar natural nenul m.

Solutie.

Mai intai dacd a este nilpotent atunci @ — 1 este inversabil. Intr-adevar existd n € N* astfel incat

a® =0. Atunci 1=1—a"=(1—a)(1+a+--+a""') deci 1—a este inversabil de unde
a —1 este inversabil. Fie N(4) multimea matricelor nilpotente si I{A4) multimea elementelor

inversabile. Aplicatia @: N(A4) = I(4), @(a) = a — 1 este injectiva si din ipoteza N(4) si I(4) au
acelasi numar de elemente, deci ¢ este bijectivd. Asadar pentru orice element inversabil b rezulta ca
@~ 1(b) = 1+ b este nilpotent si reciproc. Acum pentru orice element inversabil x rezultd ca x™
este inversabil si deci 1 + x™ este nilpotent si reciproc.

2. Fie p € R[X] un polinom cu coeficienti reali si 4, B € M, (&) doud matrice. Demonstrati ca
p(AB) este nilpotentd daca si numai daca p(BA) este nilpotenta.
Solutie.

Pentru gq(X) =XI_,c. X%, avem q(AB)=cyl, + AC si q(BA)=cyl, +CA, unde
€ =X c(BA) B = I, . B(AB)* .
Daca A este inversabila atunci avem det(AB — xI,) = det(BA —xI_)
= det(A™!) det(AB — xI ) = det(BA — xI,) det(A™!) = det(A™AB —xA™1) =

det(BAA™ —xA™) = det(B — x4™") = det(B —x47") ceea

ce este adevarat.

Dacd A si C sunt neinversabile, fie D, = A —yI,, iar det(D,) = Oare cel mult » radacini reale,
deci det(D,) # 0,¥y € B\ {y,, ...,¥,}, unde y,, ..., y, sunt radacinile polinomului det(D,,).

D, este inversabila, rezulta, folosind ce am demostrat anterior ca
det(D,,C — xI,,) = det(CD, — xI,,), pentru orice y € R\ {y,, ...,¥,}. Fixand pe x polinomul de
grad maxim = in y, care se obtine, si anume det[D}.C - xfn) - det[CD}_ —x[,z) este egal cu 0
pentru orice yeR\{v,..,v,}, deci este identic 0; alegind ¥y =0 rezultd
det(AC —xI,) = det(CA — xI,,), pentru orice 4 si C.

Notand cu f(x) = det(AC — xI,,) = det(CA — xI,) este polinom, avem det(q(AB) —xI,,) =
det(AC — (x — ¢p)1,,) = det(CA — (x — ¢cp),.) = f(x — cp).
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Matricea p(AB) este nilpotentd, rezultd ci existi [ € M*, astefel incat (p(4B))' = 0,; alegem
g =p g € R[X]. Polinomul caracteristic al lui q(AB) =0, este
det(q(AB) —xI,) = det(0, — xI,) adica +x", rezulta ca polinomul caracteristic al lui g(BA) este
tot +x™.

Din teorema lui Cayley-Hamilton rezulti (q(AB))" = (p(AB))"™ =0, deci p(AB) este de
asemenea nilpotenta.
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PREDAREA SI INVATAREA UNITATILOR DE MASURA iN CICLUL
PRIMAR

Lavinia SABAU
Colegiul National ,,losif Vulcan“ Oradea, profesor pentru invatamantul primar, lavinia74.sabau@gmail.com

Rezumat: O problema importanta in vederea succesului interactionarii copilului cu mediul este aceea a estimarii
dimensiunilor unui obiect sau fenomen (estimarea lungimii unui obiect sau a unui drum, a capacitdatii unui vas, a masei
unui corp, a duratei desfasurarii unui eveniment, etc.). Este necesar ca estimarile facute de elevi sa fie verificate prin
mdsurare directd pentru ca eroarea de apreciere si scadd. In acest scop, trebuie ficutd si o conectare la realitatea
inconjurdatoare, solicitarile trebuind sd vizeze marimi §i dimensiuni ale unor obiecte, distante, fenomene pe care elevii
le intdlnesc frecvent in viata de zi cu zi.

Cuvinte cheie: unitdati de masurd, metrul, litrul, gramul, secunda

Activitatea practica a impus, inca din cele mai vechi timpuri, ca oamenii sd stabileasca
unitati de masura pentru diferite marimi cu care lucrau, sau care le conditionau existenta. De
exemplu, pentru masurarea lungimilor s-au folosit ca unitati de masura lungimile diferitelor parti ale
corpului omenesc, cum sunt: cotul, palma, piciorul, degetul; pentru masurarea volumelor: vadra,
ocaua, litra; pentru masurarea duratelor: ziua, noaptea.

Primele incercari de a stabili unele principii pentru elaborarea unor etaloane au aparut abia
in secolul al XVII-lea. Atunci s-a stabilit ca etalonarea sa aiba o marime invariabild si sa ofere
posibilitatea de a fi oricand refacuta.

La 10 decembriec 1799, Adunarea Nationala a Frantei a adoptat, printr-un decret,
prototipurile de platina ale metrului si kilogramului si cu aceasta primul sistem de unitati. Metrul, ca
unitate de masura pentru lungimi, reprezenta a 40-a milioana parte din lungimea meridianului
pamantesc care trece prin Paris, iar kilogramul, ca unitate de masura pentru mase, reprezentd masa
unui decimetru cub de apa distilata la temperatura de 40C.

Ambele etaloane au fost depuse la Arhivele Nationale ale Frantei, motiv pentru care au
primit numele de "metrul de la Arhive" respectiv "kilogramul de la Arhive".

Poporul roman a avut de-a lungul veacurilor atat etaloane proprii, cat si etaloane
imprumutate de la alte popoare cu care a stabilit legaturi comerciale. Cu un secol in urma masurarea
lungimilor se facea cu cotul, stanjenul, palma, pasul, funia, iar masurarea volumelor se facea cu
gdleata, vadra, ocaua, banita, chila. Aceste etaloane, transmise la Tnceput prin obicei, au inceput sa
fie reglementate la noi incepand cu secolul al XVII-lea. In anul 1830 s-a infiintat in Tara
Romaneasca "Comisia indestularii si indreptarii cumpenilor si masurilor".

Primele incercari de a se introduce si la noi sistemul metric zecimal au aparut in timpul
Revolutiei Franceze, dar au fost respinse de autoritdtile de atunci, pe motiv ca introducerea lor va
produce "impiedicare si invalmasala”. Abia in anul 1864, in timpul domniei lui Alexandru loan
Cuza a fost adoptat sistemul metric, obligativitatea lui fiind legatd de data de 1 ianuarie 1866.

O datd memorabila in istoria extinderii sistemului metric de unitati a constituit-0 ziua de 20
mai 1875, cand, la Conferinta diplomatica a metrului, un numar de 17 state au adoptat urmatoarele
masuri: 1. Stabilirea prototipului international al metrului etalon si al kilogramului etalon

2. Crearea Biroului International de Masuri si Greutati, ca institutie stiintifica
internationala

3. Crearea unui Comitet International, care avea in componenta sa oameni de stiinta
din diferite tari si care trebuia sa conduca activitatea Biroului International de Masuri si Greutati

4. Convocarea o datd la 6 ani a Conferintei Generale de Masuri si Greutati in vederea
"discutarii si luarii de masuri necesare pentru extinderea si perfectionarea sistemului metric". Tara
noastra a aderat oficial la aceasta conventie in anul 1881, desi sistemul metric a fost adoptat inca din
timpul lui Alexandru loan Cuza.
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Karl Friedrich Gauss este primul savant care a observat ca pentru efectuarea tuturor
masuratorilor fizice este suficient a se adopta un numar limitat de unitdti de masura arbitrare,
independente unele de altele, celelalte fiind determinate cu ajutorul primelor. Astfel el a propus inca
din anul 1832 principiile de alcatuire a unui sistem de unititi, considerand ca pentru a se putea
efectua masurarea marimile fizice era suficient a se adopta trei unitdti independente si anume:
unitatea pentru lungime, unitatea pentru masa si unitatea pentru durata.

La primul Congres International al Electrotehnicienilor, tinut la Paris Tn anul 1881, s-
a hotarat adoptarea primului sistem de unitati stiintifice, denumit sistemul CGS, bazat pe unitatea de
masura pentru lungime (Centimetrul), unitatea de masurd pentru masa (Gramul) si unitatea de
masurd pentru duratd (Secunda).

La cea de-a X-a Conferinta Generala de Masuri si Greutati din 1954 s-a hotarat
stabilirea urmatoarelor unitati fundamentale pentru sistemul practic de unitati folosit in relatiile
internationale: metrul pentru lungime, kilogramul pentru masa si secunda pentru durata (sistemul
MKS).

Cea de-a Xl-a Conferinta Generala de Masuri si Greutati (1960) a hotarat:

1. Denumirea de Sistem International de Unitati pentru sistemul bazat pe unitatile
fundamentale stabilite: metrul, kilogramul, secunda, kelvinul, molul, amperul si candela.

2. Insemnarea prescurtata a sistemului cu initialele: SI.

In acest sistem se considera fundamentale, urmatoarele sapte marimi fizice: lungimea, masa
in mecanica, timpul, temperatura (in termodinamicd), intensitatea curentului electric (in
electricitate), intensitatea luminoasa (in opticd), cantitatea de substante. Restul marimilor existente
se definesc prin intermediul acestora. Ele se numesc marimi derivate: Metrul (m), Kilogramul (kg),
Secunda (s), Kelvinul (K), Amperul (A), Candela (cd), Molul (mol).

in clasele I-1V, studiul marimilor si al unitatilor de masurd reprezintd o interfatd intre
matematica si viata de zi cu zi. Pe baza observatiilor si a reprezentarilor intuitive, elevii fac
cunostingd cu unele notiuni de baza despre marimi si unitati de masurd de larga utilizare, strict
necesare omului.

Cunoasterea unitafilor de masura, formarea capacitatii de a le utiliza cu usurinta si corect,
dezvoltd rigurozitatea in rationament a elevilor, precizia si exactitatea. Operatiile cu unitatile de
masura si transformarile lor duc simultan si la dezvoltarea gandirii active si operationale.

Notiunea de marime, ce apare in sistemul predarii-invatarii matematicii in ciclul primar este
socotitd ca si cea de multime o notiune primara, intelegerea ei facandu-se pe baza de exemple.

Marimile abordate Incepand cu clasa I sunt: lungimea, volumul (capacitatea vaselor), masa,
timpul si valoarea. A masura o marime oarecare, inseamnd a compara aceastd marime cu o alta,
luatd ca unitate de masura. Prin operatia de masurare se stabileste un raport numeric intre marimea
de masurat si unitatea de masurd consideratd. De exemplu a masura masa unui obiect inseamna a o
compara cu masa unui alt obiect, pe care il vom considera drept unitate de masurd. Elevii trebuie sa
fie condusi sa simta necesitatea compararii marimilor si introducerii unitatilor de masura. Astfel,
pentru a putea executa masurdrile, elevii vor trebui invatati sa inteleagd conceptul de unitate de
masura si cum sa foloseasca instrumentele de masura.

Elevii vor intelege ca masurarile pe care le executd sunt asociate cu compararile pe care
incearca sa le faca. Astfel, pusi in fata situatiei-problema de a decide in care dintre doud vase
prezentate este un volum mai mare de apa, elevii vor incerca diverse rezolvari. Vor compara
folosind o ceasca, un pahar, un vas de dimensiuni mai mici, stabilind astfel mai multe rezultate ale
masurdrii. Pe aceastd baza vor intelege cu mai multd usurinta necesitatea existentei unei unitati de
masura standard si anume in cazul de fata litrul (unitatea principald cu care se masoara capacitatea
vaselor).

Intelegerea masuririi si a unitatilor de masura nu implicd intotdeauna introducerea imediata
a unitatilor standard. Institutorul trebuie sa utilizeze unitatile nestandard (de exemplu: palma, creion
etc.). Dupa ce se exerseaza masurarea unei marimi cu o unitate nestandard, este important sa se dea
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cateva date istorice legate de istoria masurarilor, la noi si in alte tari, din care sa reiasa ca si in
procesul intensificarii schimburilor economice si stiintifice a rezultat ca o necesitate unificarea
unitatilor de masura.

Definitii ale unitatilor de masura

Unitatea de masura pentru lungime (metrul)

Mairime fizicd fundamentald care exprima intiderea spatiald a corpurilor sau fenomenelor,
distanta dintre doud puncte; dimensiunea cea mai mare a unui corp sau a unei suprafete plane
dreptunghiulare. Simbolul pentru lungime se noteaza cu L(mare), iar cel pentru latime cu I(mic).
Unitatea de masura pentru lungime este metrul. Metrul (m) este unitatea de masura pentru lungime.
Un metru este distanta parcursa de lumina in vid intr-un interval de timp de 1/299792458 dintr-o
secundd. Din definitia de mai sus, rezultd faptul cad, lumina se propagd in vid cu viteza de
299792458 metri pe secunda.

Unitatea de masura pentru masa (kilogramul)

Masa se defineste ca o marime ce determind masura inertiei unui corp sau particulara,
determinabild la nivel macroscopic si masuratd, de asemenea, macroscopic. Simbolul masei este
litera minusculd ,,m”, iar unitatea de masura in sistemul international este kilogramul, sau exprimat
simbolic si comun ,,1kg”. Formula corespunzatoare celor de mai sus este: «m» s =1Kkg

Kilogramul este singura unitate fundamentala formata cu ajutorul unui prefix. Astfel, desi
conform prefixului kilo un kilogram este 1000 de grame, nu gramul este considerat unitate
fundamentala, ci kilogramul.

Greutatea unui corp nu trebuie confundati cu masa lui. In viata curenti se face deseori
confuzia intre greutate si masd, aceasta din cauza ca, la prima vedere, orice obiect care cintareste 1
kilogram-forta are masa tot de 1 kilogram. Din punct de vedere fizic insa cele doud notiuni sunt
distincte. Astfel, masa este o propriectate intrinseca a corpului, un scalar care nu depinde de locul
unde se afla corpul, si exprima cantitativ inerfia acestuia, adica tendinta de a se opune mai puternic
sau mai slab schimbrii stirii de miscare sau repaus atunci cind i se aplici o forti. In schimb,
greutatea este o forta (un vector ) care masoara o interactiune, in particular aceea dintre corpul a
cirui greutate o masurim si corpul care genereaza cimpul gravitational respectiv. In timp ce masa
corpului este constanta, greutatea sa depinde de intensitatea cimpului gravitational; de exemplu
greutatea unui obiect pe Pamint este diferitda de greutatea aceluiasi obiect la mari altitudini, in
stratosferd, in misiunile spatiale sau si pe Luna , desi masa obiectului e in toate cazurile aceeasi.

Unitatea de masura pentru timp (secunda)

Dintotdeauna timpul a fost un subiect important al filozofiei, artei, poeziei si stiintei. Exista
multe divergente in legaturd cu insemndtatea lui, din acest motiv este dificil de oferit o definitie a
timpului care sa nu duca la controvese. Multe domenii folosesc o definitie operativa in care unitatile
timpului sunt definite. Academicienii au o opinie diferita in ceea ce priveste posibilitatea timpului
de a fi masurat sau incadrat intr-un sistem de masurare.

Masurarea timpului a ocupat de asemenea savanti si tehnicieni, si a fost o prima motivatie in
astronomie. Timpul este de asemenea o problemd de o mare importantd sociald, avand valoare
economica (,.timpul inseamna bani”), precum si o valoare personala datoritd timpului limitat din
fiecare zi si din vietile noastre. Unitatile timpului au fost facute prin acord pentru a cuantifica durata
evenimentelor si intervalele dintre ele. Evenimentele care se produc regulat si obiectele cu miscare
aparent periodica au servit dintotdeauna ca standard pentru unitatile timpului. Exemple sunt
aparenta miscare a soarelui pe cer si fazele lunii.

Timpul este mersul 1inainte continuu si nedefinit al existentei si al evenimentelor care
survin intr-o succesiune dupa toate constatdrile ireversibila din trecut, prin prezent, spre
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viitor. Timpul este unul din conceptele fundamentale ale fizicii si filosofiei . Este o masura a
duratei evenimentelor si are diferite intelesuri in functie de contextul in care este definit. In fizica ,
timpul este o dimensiune a naturii si poate fi vazuti ca o masurd a schimbarii. In acceptia fizicii
clasice, timpul este un continuu. Fizica moderna (mai precis, teoria mecanicii cuantice) disputa insa
aceasta calitate, sugerand ci ar exista doar continuu spatiu-timp . In filosofie , timpul este definit ca
un flux neintrerupt, ireversibil, care nu poate curge decat intr-un singur sens. Este deci un continuu
in care evenimentele se succed de la trecut, prin prezent spre viitor si in cadrul cdruia se desfdsoara
toate procesele din natura. Definirea cu exactitate a timpului este o sarcina dificild, atat in filosofie
cat si 1n stiinta.

Secunda, avand simbolul ,,s”, este o unitate de masura pentru timp. Este definita cadurata a
9192 631 770 de perioade ale radiatiei ce corespunde tranzitiei dintre cele doua niveluri hiperfine
ale starii fundamentale ale atomului de cesiu 133 in repaus la temperatura de 0 K.

Definitia secundei a fost initial legatd de perioada de rotatie a Tamantului 1n jurul propriei
axe, prin impartirea unei zile solare medii in 24 de ore, a fiecarei ore in 60 de minute , si a fiecarui
minut Tn 60 de secunde. Acest mod de definire a fost suficient de precis pina cand au aparut ceasuri
mai exacte care au dovedit ca rotatia Pamintului nu are o perioada constanta.

Ziua solara, ca unitate de timp, este acel interval de timp scurs din momentul cand soarele se
afla la meridianul locului, cand are Tndltimea maxima deasupra orizontului (la amiaza), pana a doua
zi cand trece din nou la meridianul locului. Aceasta unitate de timp indeplinea la inceputurile
omenirii, conditia de a fi legata de problemele vietii. S-a constatat ca acest interval de timp nu este
acelasi pe parcursul unui an calendaristic, deoarece miscarea Pamantului in jurul Soarelui nu este
uniforma in timp de un an.

Ziua siderala este acel interval de timp care se scurge intre doua treceri consecutive ale unei
stele fixe la meridianul locului; ziua siderala are avantajul de a fi constantd, ea fiind egala cu timpul
unei rotatii complete a Pamantului in jurul axei sale.

Aceasta unitate de timp este utilizatd in astronomie. Nu este folositd In practicd, ca nefiind
potrivitd cu necesitatile vietii curente a pamantenilor. Intre cele doua unitati de timp amintite, adica
intre ziua solara si ziua siderald, exista o diferenta de aproximativ 4 minute. In mod concret, aceasta
diferentd se reflectd in faptul cd pe parcursul mai multor zile, ea se acumuleaza si se ajunge la
situatia ca intr-o zi Soarele sd treacd la meridian, adicd sa fie la miezul zilei, la ora siderald 12,
pentru ea, dupa 6 luni, tot la ora siderala 12 Soarele sa fie la meridian in partea cealalta, adica sa fie
1a miezul noptil.

Pentru a se gasi o zi cu duratd de timp constanta si legatd de ziua solard obignuitd, in
astronomie s-a introdus notiunea de zi solara mijlocie. Durata zilei solare mijlocii este exacta si se
fixeaza cu ajutorul observatiilor si al calculelor astronomice. Din acest motiv ,,ora exactd”,
transmisa prin radio, televiziune este data de observatoarele astronomice, intervalul de timp in care
Pamantul face o rotatie completa in jurul Soarelui se numeste an astronomic.

Acesta este constant, Insd nu este egal cu un numar intreg de zile. Anul astronomic are
365,2422 zile solare mijlocii, adicd are aproximativ 365 + % de zi. Anul real are 365 de zile si un
sfert de zi. De aceea, anul calendaristic obisnuit are 365 de zile, iar din 4 in 4 ani, are 366 de zile,
adica devine an bisect.

In ceea ce priveste intervalul de timp numit ori si subdiviziunile sale, minutul si secunda,
acestea au fost adoptate ca o mare necesitate de cdtre toti oamenii de pe globul pamantesc. Cu toate
acestea, o deosebire intre orele diferitelor localitati de pe glob ramane si trebuie s ramana, mai ales
din punct de vedere al momentului de la care se Incepe numadrarea orelor. De aici apare si
exprimarea arhicunoscutd ,,diferenta de fus orar”.

Daca ne vom inchipui globul pamantesc si meridianele lui, iar Soarele ca fiind la meridianul
oragului Bucuresti, atunci la noi este ora 12 (pranz). Cum Soarele este in acest moment la
meridianul Bucurestiului, nu are cum sa fie in acelasi timp si la Londra si la New York. Cei din
Londra trebuie sd mai astepte incad circa 2 ore pana cand Pamantul rotindu-se, meridianul din
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Londra va ajunge sa treaca prin Soare. Deoarece Pamantul face o rotatie de 360° in 24 de ore, intr-0
ord face 15°.

Astfel, doua localitati a caror longitudine diferd prin 15° au ora diferita cu o ord. De aceea,
intreg globul Pamantesc este impartit in 24 de fusuri orare. Cand Intinderea unei tari este situatd in
cadrul unui singur fus orar, atunci ora pentru toata tara respectiva se stabileste ca ora acelui fus; se
considera ca ora unui fus este ora meridianului din mijlocul sau.

In continuare voi prezenta orele diferitelor localititi de pe glob in functie de ora 24,
ora Romaniei: Daci la Bucuresti este ora 24% (ora zero) atunci la:
ROMA este ora 23%

MOSCOVA este ora 1%
LONDRA este ora 22%

NEW YORK este ora 17%
MEXICO CITY este ora 16%
HONOLULU este ora 12%
BUENOS AIRES este ora 19%
SAN FRANCISCO este ora 14%
TOKYO este ora 7%

BEIJING este ora 6.

AN N N N N N N NS

Unitatea de masura pentru valoare (leu)

Leul roménesc (plural: lei) este unitatea monetara a Romaniei. Un leu este subdivizat in
100 bani (singular: ban). La data de 1 iulie 2005, leul romanesc a pierdut ultimele 4 zerouri,
prin denominare (reevaluare) la rata de 1 leu nou (simbol bancar: RON) pentru 10.000 lei "vechi"
(simbol bancar: ROL).
De la 1 iulie 2005 sunt 1n circulatie urmatoarele bancnote si monede:
. monede: 1 ban, 5 bani, 10 bani, 50 bani
. bancnote: 1 leu, 5 lei, 10 lei, 50 lei, 100 lei, 200 lei (emisa in 2006), 500 lei

Unitatea de miisura pentru arie (m?

Aria unei suprafete este 0o masurda a cat de Iintinsd este acea suprafatd. Adesea
cuvantul suprafati se utilizeaza cu sensul de aria. In matematica, aria este un numar real, in general
pozitiv. In fizica, inginerie, geodezie etc, aria este 0 marime fizica si ca atare are asociati o unitate
de masura. Unitatea de mdsurd pentru arie in Sistemul International este metrul patrat, avand
simbolul ,,m?”.

Pentru cazuri particulare, aria se poate defini astfel:

. aria unui triunghi este jumatate din produsul dintre lungimea unei laturi si distanta
(lungimea perpendicularei) de la al treilea varf pe latura respectivd. Se demonsteaza cd valoarea
este independenta de latura aleasa.

. aria unui poligon este suma ariilor triunghiurilor in care se descompune poligonul. Se
demonstreaza ca valoarea ei este independentd de alegerea descompunerii.

. aria unui dreptunghi este produsul lungimii unei laturi cu latimea .

. aria unui triunghi echilateral este latura la patrat inmultita cu radical din 3, totul supra 4.

. aria unui patrat este latura la puterea a 2 a.

. aria unui triunghi dreptunghic isoscel este cateta la patrat supra 2.

. aria unui romb este diagonala 1 ori diagonala 2 , totul supra 2

. aria unui trapez este baza mare + baza mica ori inaltimea trapezului totul supra 2

Unitatea de masura pentru volum (litrul)
Litrul (1) este o unitate de masura pentru volum (spatial). Are ca simbol reprezentativ de
unitate literele I si L. Litera L a fost adoptata pentru a se putea evita posibile confuzii inre litera "1"
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si cifra "1" atunci cand trebuiesc scrise alaturat. Litrul este utilizat ca unitate de masurd pentru
volum (capacitate spatiald), aldturi de unitatea Sl metru cub (m?). Un litru corespunde unui
decimetru cub (1 dm?3).

Predarea-invatarea unititilor de misura pentru lungime

Pentru intelegerea conceptului de lungime i masurd a ei se cere ca situatiile de invétare
adoptate sa aiba un pronuntat caracter intuitiv si participativ. Elevii au deja in clasa | unele
cunostinte si deprinderi privind marimile §i masurarea lor din propria experientd de viata, din
familie sau datoritd insusirii cunostintelor din gradinita.

Acumularea acestor cunostinte nu este insa sistematicd, n-are continut riguros stiintific,
cunostintele respective sunt, de regula, superficial intelese. De aici, necesitatea ca lectiile destinate
invatarii lungimii, ca unitate de masurd, a multiplilor si submultiplilor sai, vor fi construite in
functie i in strdnsa corelatie cu notiunile empirice pe care le au deja elevii. O prima idee pe care o
vor desprinde elevii, pe cale intuitivd, este necesitatea masurarii lungimilor, necesitatea utilizarii
unei unitdti de masura standard.

Apoi, copiii vor descoperi varietatea formelor sub care intdlnim metrul ca instrument de
masurd 1n viata cotidiana:

- metrul liniar din lemn, necesar pentru masurarea stofei;

- metrul tdmplarului, construit din segmente necesar la masurarea usilor. ferestrelor;

- metrul croitorului, confectionat din panza si plastic.

Din toate aceste exemple, elevii vor desprinde ideea de unicitate si caracterul universal al
metrului. Elevii vor exersa capacitatea de a aprecia diferite lungimi, pornind de la cele din sala lor
de clasa: lungimea si ldtimea claseli, a tablei, a cuierului, a catedrei.

Se vor efectua masuratori in curtea si in parcul scolii, esential fiind ca ei sa exerseze cat mai
mult, prin diferite masurari, utilizdnd cat mai multe mijloace de masurare corectd. Pentru activitatile
cu continut practic, marimile si lungimile vor fi cercetate cu multa atentie de catre invatator si
aceasta pentru ca acestea sa fie exprimabile prin numere naturale sau in numere pe care elevii le
cunosc in acel moment.

Exemple concrete:
1.Completeaza cu adevarat sau fals (A, F ) :

catedra e mai lunga decat tabla

banca e mai inalta decat dulapul

firul ierbii e mai scund decat copacul
2. Alege din coloana din dreapta unitatea de masura potrivita:

- indltimea unui scaun se madsoard cu ............ talpa
- lungimea clasei se masoara cu ............... liniarul
- distanta dintre banci se masoara cu .......... pasul

La clasa a-11-a traseul didactic de predare-invatare a notiunii de lungime si de masurare a ei include
patru pasi importanti:

1. Utilizarea termenilor specifici pentru compararea lungimilor: lung-scurt; inalt-scund; gros-
subtire.
e Se compard obiecte diferite ca lungime (o rigld, un creion)
e Se aleg creioane de diferite lungimi. Se asaza in ordinea marimilor. Se compara creioanele
cate doua.
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¢ Se masoard lungimea béncii cu un creion, apoi cu linia. Se compara rezultatele.2. Exercitii

practice de masurare cu unitati nestandard.

Se compara lungimea tablei cu lungimea catedrei.

Putem afla cat de lung este un obiect prin masurare.

Masuram lungimea tablei, a catedrei, folosind aceeasi unitate de masura.
3. Constientizarea necesitatii unitatilor standard.

Pentru ca masurarea aceleiasi lungimi sa nu aiba rezultate diferite, oamenii au inventat

unitati de masura care se folosesc in lumea intreaga.

e Se prezintd instrumente pentru masurarea lungimilor.

3. Se pot realiza exercitii de estimare:

- estimati §i apoi masurati lungimea si latimea clasei voastre. Ce constatati?
- estimati in metri distantele: de la poarta scolii la usa clasei; de la banca la tabla.

Exemple de activitati de invatare a unitatilor de masurd a lungimilor in clasa a II-a.

Au relevanta urmatoarele:

- exercitii-joc de masurare cu palma, creionul, paharul, bile, cuburi. a lungimii diferitelor
obiecte;

- compardari de lungimi de obiecte, avand aceeasi lungime sau lungimi diferite;

- ordonarea unor obiecte in functie de lungimea lor ,,mai lung”, ,mai scurt”, ,,mult mai
lung”, ,,mult mai scurt”;

- efectuarea unor masurari folosind etaloane neconventionale date (etaloane din carton sau
plastic);

- identificarea si utilizarea instrumentelor de masura potrivite cu masurarea efectuata, dupa
caz: linia gradata, metrul, ,,centimetrul de croitorie”, ruleta.

in clasa a Ill-a, elevii vor studia temeinic multiplii metrului, pentru o exprimare mai usoard a
lungimii unei strazi, lungimii céii ferate, lungimii drumului de acasd pana la scoald, distantelor
dintre doua orase cunoscute. Elevii vor fi condusi sd argumenteze necesitatea folosirii metrului,
hectometrului, kilometrului. Este indicat ca elevii organizati pe grupe de 4-5, sa exprime lungimea
terenului de sport in metri, iar aceeasi marime sa fie exprimata printr-0 lungime mai mare de 10 ori
adicd in decametri si, apoi, solicitati sa desprinda necesitatea adoptarii multiplilor metrului.
Multiplii metrului:

1dam=10m

1 hm =10 dam =100 m

1 km =10 hm = 100 dam = 1000 m

Submultiplii metrului:

1 dm =1/10 m; (10 *m)

1 cm = 1/10 dm = 1/100 m; (10 “m)

1 mm = 1/10 cm = 1/100 dm = 1/1000 m; (10 m)

Se va atrage atentia cd multiplii consecutivi sau submultiplii consecutivi ai metrului se
gisesc intr-un raport unitar, din 10 in 10. In procesul formirii notiunilor de decimetru (dm),
centimetru (cm), milimetru (mm), adicd submultiplii metrului, elevii vor fi solicitati s mdsoare
dimensiunile manualului de matematica, ale penarului, creionului.

Conceptul de submultiplu se formeaza si se fundamenteaza orientdndu-i pe elevi sa
micsoreze metrul de 10 ori, de 100 de ori, respectiv de 1000 de ori. Un submultiplu sau un multiplu
oarecare al metrului este de 10 ori mai mic decat cel imediat superior, respectiv de 10 ori mai mare
decat cel imediat inferior lui.
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Exemple concrete:
1.Transforma:

Im=........ dm=........ cm=........ mm 2m=........ cm
5m=........ mm 12m=........ dm
5dm=........ cm 3cm=........ mm
7dm=........ mm 30dm=......... m

400cm=.......... m 200cm=......... dm=.......... m
600cm=....... m=......... dm 1km=........ hm=........ dam=.....m
30mm=........ cm 8hm=........ dam=........ m
3km=......dam=........ m 7000mm=........ cm=........ dm=........
9000mm-=........ =S dm=........ cm 9dam=........ m
900dam=......... hm=........ km 600dam=........ m=........ hm=........ km

7000m=........ dam=........ hm=........ km
2.Calculeaza:

5m+3dm= ?dm 80cm+2m= ?2dm
6cm+2mm= ?mm 700cm+20dm= ?m
7dam+8hm= ?m 500m+6km= ?hm

3. In 3 baloturi sunt 156m de material. Cati metri sunt in fiecare balot daca in primul sunt de 3 ori
mai multi metri decat in al doilea, iar in al treilea sunt cu 6 metri mai multi decat in al doilea.

In clasa a 1V-a, elevii vor cunoaste toate unititile de masura pentru lungime, multiplii si
submultiplii metrului i vor fi capabili sd efectueze transformari cu acestia, pe baza operatiilor
invatate. Temeiul aplicativ il va da varietatea exercitiilor si rezolvarilor de probleme. O deosebita
importantd prezintd formarea deprinderilor de efectuare rapida si precisd a masurdtorilor, a
transformdrilor si, mai ales, a utilizarii rationamentului logic 1n rezolvarea exercitiilor si
problemelor.

Exemple concrete:
1.Realizeaza corespondenta intre coloana intai (A) si coloana a doua (B):

A B

* multiplii metrului * metrul

* unitatea principald * decimetrul, centimetrul, milimetrul

* submultiplii metrului * decametrul, hectometrul, kilometrul
2.Scrie prescurtat:

* 10 decimetri = * 260 milimetri =

* 60 centimetri = * 1 decametru =

* 5 kilometri = * 25 metri =

* 30 hecometri = * 43 kilometri =
3. Scrie aga cum se citeste:

* 10 cm = 10 centimetri *70 m=

e 15mm= * 20km=

* 35dm= * 10hm=

*34dam= *50cm =

4.Completeaza cu unitatea de mdsura corespunzatoare:
* distanta Bacau — Bucuresti = 300
* lungimea unui creion = 21
* lungimea unei furnici =3
* lungimea curtii scolii = 65
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5.Imagineaza-ti ca pleci in excursie cu magina. Observa harta si afla cati kilometri vei parcurge
pe urmatoarele trasee:

- ; s
Calugarem Giurgiu

31k D

* Bucuresti — Ploiesti - Brasov:
* Giurgiu — Bucuresti — Pitesti:
* Pitesti — Bucuresti — Ploiesti:

Conceptul de masa. Unititi de masurare a masei

Formarea conceptului de masa incepe inca din clasa | prin solicitarea elevilor de a compara
mase prin manuire directa si aprecierea lor prin exprimari de genul: ,,mai usoard”, ,jmai grea”. in
scopul insusirii conceptului de masa, elevii vor fi indrumati sd viziteze diferite centre comerciale,
piete, In care produsele vandute se cantaresc in prealabil, s observe eu atentie munca pe care o
desfagoara vanzatorii si sa retina diferite categorii de aparate de masura (cantare), pe care acestia le
folosesc. Observatiile culese de elevi vor fi urmate de explicatii §i de exercitii concrete de apreciere
si comparare a masei unor corpuri. Mai intai, se vor efectua exercitii de comparare a masei unor
corpuri a caror diferentd de greutate sa fie cat mai evidentd, ca de exemplu masa unui caiet i masa
unei caramizi. Pentru Tnsugirea notiunii de ,,masa” elevii vor parcurge urmatoarele etape/actiuni:

a) corpuri mai grele si corpuri mai usoare, prin comparari cu mana;

b) compararea maselor cu ajutorul balantei cu brate egale;

c) compararea, sortarea si gruparea obiectelor cu aceeasi masa,

d) conservarea masei, folosind un obiect care poate fi descompus in mai multe parti;

e) folosirea unitatii de masura pentru a exprima rezultatul cantaririi;

f) sesizarea necesitdtii unitatii standard,

g) necesitatea multiplilor si submultiplilor unitétii standard;

h) raportul unitar dintre multiplii s1 submultiplii consecutivi.

Apare momentul potrivit (clasa a Il- @) sa introducem kilogramul ca unitate de masura
standard (1 kilogram = 1 kg). Se aduce in fata elevilor zahdr preambalat in pungi de un kg. Si
greutdti marcate cu 1 kg, 2 kg, 5 kg. Aratdm elevilor cd pe fiecare pungd cu zahar scrie 1 kg. Plasdm
pe un taler al balantei o punga de zahdr, iar pe celdlalt o pungd de un kg. Constatam ca balanta se
afla in pozitie de echilibru. Elevii observa de greutatea cu marca de un kilogram cantareste tot atat
ca si punga de zahir. In continuare vom folosi greutatea cu marca de un kg atunci cand dorim sa
cantirim un kg dintr-un anume produs. In mod analog constientizim la elevi necesitatea folosirii
greutatilor marcate cu 2 kg, 3kg, 5 kg.

La clasa a ll-a nu se introduc multplii si submultiplii kilogramului ci doar prin exercitii
practice notiunile de jumatate si sfert de kilogram si se mentioneaza ca instrument de masura pentru
corpurile care au masa de mii de kilograme, un cantar numit basculd, folosit in hale industriale,
porturi.
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In urma diferitelor exercitii practice de comparare a maselor diferitelor obiecte, elevii vor
observa cd masele corpurilor difera, ca diferenta dintre masele a doud corpuri poate fi mai mare sau
mai micd, ca unele corpuri au aceeasi masa.

Este foarte important ca invatorul sd scoatd in evidentd si faptul cd, pentru corpuri cu
structura diferita, masa lor nu este direct proportionald cu volumul: pentru acelasi volum masele
unor corpuri sunt diferite, iar pentru mase egale, volumele pot fi diferite.

Un exemplu arhicunoscut este legat de intrebarea: Ce atarna mai greu, 1 kg de fier sau 1 kg
de 1and? Pentru formarea ideii de conservare a masei se va utiliza experimentul iui J. Piaget cu
privire la relatia actiune-perceptie-intelegere-transformare-motivare-invarianta-conceptualizare.

Pentru aceasta, elevii vor primi cite doud mingi de plastilind, egale, pentru a le masura
masele. Una dintre mingi se modeleaza apoi sub forma unui disc plat. Se constata ca elevii nu-si
concentreaza atentia asupra discului si ajung la concluzia ca el cantareste mai mult decat mingea din
plastilind. Prin cantdrirea ulterioard cu ajutorul balantei de catre fiecare elev in parte, se
formeaza notiunea de conservare a masei.

Pe baza acestei experiente si a altora asemandtoare, folosind boabe de porumb, pietricele de
forme diferite, se poate stabili cd masa unui corp poate fi comparata si apreciatd exact cu ajutorul
unei mase marcate, kilogramul.

Se va prezenta elevilor piesa de 1 kilogram, precizandu-se ca este o copie a kilogramului
etalon, prototip de platina iridiata, adoptata in 1889, si se observa forma, culoarea, materialul din
care este confectionata, unitatea de masura de 1 kilogram.

Dupa ce piesa de 1 kg va trece din mand in mana pe la fiecare elev, pentru a fi mai bine
studiatd se va trece la compararea masei marcate de 1 kg cu diferite corpuri, care au aceeasi masa,
apoi compararea a doud corpuri diferite, fiecare avand masa de 1 kg. pentru ca, astfel, pe baza legii
pragului diferential (legea intensitatii), sa poatd aprecia marimea masei de 1 kg.

In faza urmitoare, se face precizarea ci pentru a obtine o misurare exactd a masei unui
anumit obiect se foloseste un instrument special: cantarul. Pentru a le dovedi elevilor cad masa unui
corp ramane mereu aceeasi, este indicat sa se foloseasca succesiv diferite cantare, in orice caz
acestea trebuie sa fie bine echilibrate pentru a nu induce masurari aproximative.

Aici se poate examina problema erorii, prin precizia masindrii i a intervalului de incredere
in masurare. Elevii vor trece la exercitii de cantdrire a unor corpuri de 2 kg de 3 kg, de 5+1/2 kg. Se
poate apela si la un exercitiu de tipul: invatatorul indica o anumitd masa, iar elevii stabilesc
obiectele ce pot avea aceasta masa.

La clasa a Il1-a se vor relua cunostintele in legatura cu masa corpurilor si cu kilogramul ca
unitate standard, largindu-se sfera cu multiplii si submultiplii kilogramului. Multiplii kilogramului
sunt q (quintalul) si t (tona), care nu fac parte din S.I., iar submultiplii kilogramului sunt
hectogramul (hg), decagramul (dag) si gramul (g).

La randul sau, gramul are ca submultiplii decigramul (dg), centigramul (cg), miligramul

(mg). 1t=1000 kg (10° kg) - tona;

1 g =100 kg (102 kg) - quintalul;

1 kg =1000g - kilogramul;

1 hg =100 g - hectogram;

1dag =109 - decagram;

1g-gramul

1 dg = 1/10 g (10'Y) decigram;

1 cg = 1/100 g (10%) centigram;

1 mg = 1/1000 g (10°%) miligram.

Se va face precizarea ca utilizarea practicd a submultiplilor gramului are loc in farmacii,
cofetdrii, unde gramul este considerat unitatea principald de masurd. Cunoasterea unitatilor de
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masurd mai mari decat kg se va realiza in mod intuitiv, in urma vizitarii diferitelor locuri de munca
unde se utilizeaza cantarul zecimal sau maja (la depozite en-gross, fabrici de cherestea).

Totodatd, in cadrul lectiilor de insusire/invdtare a conceptului de masd si a unitdtilor de
masurare a masei, se va aduce si un cantar pentru persoane solicitand fiecarui elev sa se
cantireascd, pentru a-si afla propria greutate. In vederea intelegerii raportului unitar intre unitatile
de masurd a masei, se foloseste analogia cu unitatile de masurd pentru lungime, in sensul ca
multiplii §i submultiplii unitatii masei cresc si descresc tot din 10 in 10. Astfel, avem relatiile:

1 kg =10 hg = 100 dag = 1000 g = 10000 dg = 100000 cg = 1000000 mg
1 hg =10 dag = 100 g = 1000 dg = 10000 cg = 100000 mg;
1 dag =10 g =100 dg = 1000 cg = 10000 mg.

De asemenea, se va sublinia faptul ca citirea numerelor zecimale, reprezentand masele unor
corpuri si schimbarea unitatilor de masura se face la fel ca la lungime, raportul lor unitar fiind
acelasi.

Exemplu: 214,25 g se va citi: ,,214 grame, 2 decigrame si 5 centigrame” sau schimband unitatea,
obtinem: 214,25 g=2142,5 dg = 21425 cg.

Predarea-invatarea unititilor de misuri pentru timp

Timpul este una dintre marimile cele mai abstarcte pe care le invatd elevii in clasele I - IV.
Predarea-invatarea marimii timp si a unitatilor de masura se fac in stransa legatura cu activitatile,
fenomenele si evenimentele periodice cunoscute de elevi.

Inci din clasa | elevii stiu ca lectiile au loc dupa un anumit program (orarul clasei). Lectiile
se desfasoara in intervale de timp egale. Scolarii mici stiu deja ca fiecare lectie dureaza o ora, iar
programul unei zile dureaza 4-5 ore. Cuvantul ord nu are o semnificatie precisa pentru copiii din
clasa 1. Invititorul trebuie si dea un sens mai exact duratei de o ord. Aceastd cerintd se poate
rezolva utilizind ceasul ca instrument de masurd a timpului. Initial e bine si folosim un ceas care
este prevazut numai cu acul orar.

Daca prima lectie incepe la ora 8, vom arata elevilor pe ceasul demonstrativ cd acul orar se
afla in dreptul cifrei 8. La inceputul lectiei a doua vm observa ca acul orar se afla in dreptul cifrei 9.
Spunem elevilor cd prima lectie a durat de la ora 8 pana la ora 9 (intr-o ord sunt incluse activitatea
propriu-zisa si recreatia). Acum este usor de inteles ca de la ora 8 la ora 9 a trecut o ora (s-a Scurs
intervalul de timp de o ord). Identificam si alte durate care sunt cunoscute de catre elevi: un
muncitor trebuie sa lucreze 8 ore, timpul de somn al unui copil este de 10 ore.

Si invatarea altor unitati de masurd pentru timp, cum ar fi ziua, sdptamana, luna, se
realizeaza prin corelarea acestor durate cu anumite activitdti sau fenomene care sunt periodice
(perioada fiind de o zi, de o saptamana sau de o lunad).

Pentru predarea unitatii de masura de o lund, Invatatorul va construi un calendar pe o periada
de lund (de exemplu de luni 5 aprilie, pand marti 4 mai). Vom spune elevilor cd acest interval de
timp reprezintd o luna. De specificat cd masura de timp de o lund nu este tot una cu luna
calendaristica, despre care stim cd nu are un numar constant de zile. la fel se procedeaza si cu durata
de un an.

Incepand cu clasa a I1- a se predi o unitate de misura a timpului care se numeste minut si
este de 60 de ori mai micd decat ora. 1 secunda este unitatea fundamentala de masura a timpului si
reprezintd durata de 9.162.631.770 perioade ale radiatiei corespunzatoare tranzitiei intre cele doua
nivele hiperfine ale starii fundamentale a atomului de cesiu 133. Recreatia dintre doud ore este de
10 minute. Invétitorul prezinti elevilor un ceas de masi la care cadranul este divizat in sase parti
egale, iar fiecare parte are zece diviziuni mai mici (in total 60). Se arata elevilor cele doud ace ale
ceasului: acul orar si acul minutar. Le demonstrdm ca in timp ce acul orar parcurge, de exemplu
portiunea de cadran de la ora 8 la ora 9, acul minutar parcurge intreg cadranul, plecand din pozitia
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marcatd cu 12 si revenind 1n pozitia initiald. Durata in care acul minutar parcurge intervalul dintre
doua diviziuni consecutive dintre cele 60, se numeste minut.

Elevii vor consemna in caiete duratele in minute pentru diverse activitati. Dupd predarea
tuturor unitdtilor de masura a timpului, in scopul intelegerii relatiilor de marime existente Intre el, se
intocmeste un tabel de sinteza:

e 1 minut = 60 secunde;
1 ora = 60 minute = 3600 secunde;
1 zi =24 ore; 1 saptimana = 7 zile;
1 decada = 10 zile;
1 luna = 28, 29, 30 sau 31 zile;
1 trimestru = 3 luni;
1 semestru = 6 luni;
1 an = 4 trimestre = 2 semestre = 12 luni (365 zile sau 366 zile)
e 1 deceniu =10 ani;
e 1 secol (veac) = 10 decenii = 100 ani;
e 1 mileniu = 10 secole = 100 decenii = 1000 ani.

Exemple:
1.Transforma si completeaza:
a) lmin=...:s 300s=...... min 48h=...... zile
3min=.....s 480 min=.... h 6h=....... min
b) Sh4min=...... min 4zileSh=....... h
4 min 20 sec = ...... S 36 hlazi=....... zile=.......... h
c) 120s+5min=............. min 58+5m=......... S
8min+8h=................ min
d) 4h45Smin+2h15min=.............. h
23h35min+4h50min=............ hooo, min
15 I2min+32h35min=............. hoo min

2.Completeaza tabelul:

Cu 45 min. mai devreme In prezent Peste 1 ora si 15 minute

Oral7

Ora9

Ora 22 si 10 min.

3.Avionul decoleazd de la Cluj Napoca la orele 13 si 25 de minute si aterizeaza la Constanta la orele
16 si 10 minute. In cat timp a strabatut avionul distanta de la Cluj- Napoca la Constanta?

Notiunea de suprafata. Unitati de masura pentru suprafata

Numim marime derivatd”, acea marime a cdrei unitate de masurd depinde de una sau
mai multe unitdti de masurd ale unitatilor fundamentale. Notiunea de suprafatd poate fi gandita
independent de notiunea de lungime. Aria poate fi deci consideratd §i ca o marime fundamentala.
Pentru a masura suprafetele se foloseste in mod obisnuit, ca unitate de masurd, aria unui patrat care
are latura egala cu unitatea de lungime, adicd 1 m. De aceea, spunem ca suprafata sau aria este o
marime derivata, avand la baza ca unitate fundamentala, lungimea.

Metrul patrat, ca unitate de masurd pentru suprafete, are multipli si submultipli, situati intr-
un raport unitar, astfel incat un multiplu sau un submultiplu oarecare al metrului patrat este de 100
de ori mai mare decat cel imediat inferior, respectiv de 100 de ori mai mic decét cel imediat
superior.

Multiplii:
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1 km? = 100 ha = 1000000 m?;

1 hm? =1 ha = 10000 m?;

1 dam? =1 ar = 100 m?.
Submultiplii:

1dm? = 1/100 m? = 10?2 m?;

1 cm? = 1/10000 m? = 10 m?;

1 mm? = 1/1000000 m? = 10® m2.

Notiunea de volum. Unitati de masura pentru volum

Studiul masurarii volumelor (capacitatilor) incepe mai intai cu intuirea unor marimi concrete
carora li se asociaza notiunea de capacitate. Vom prezenta elevilor diverse vase pe care sunt scrise
capacitatile lor in litri. Antrenam elevii Intr-o conversatie din care sa rezulte utilitatea acestor vase.

In scopul intelegerii notiunii de capacitate, elevii sunt antrenati intr-o operatie de masurare a
unor vase In care se poate pastra lichid. La inceput vom utiliza ca unitate de méasurd un vas al carui
continut se cuprinde de un numar exact de ori in fiecare din vasele masurate. Scriem pe tabla
rezultatele obtinute in urma masurdrii si, in functie de aceste rezultate, ordonam crescator vasele
dupa volumele de lichid pe care le contin.

In urma acestei ordonari putem si introducem expresiile: vas cu capacitate mai mare, vas cu
capacitate mai mica si vas care are aceeasi capacitate. Prezentdm elevilor rezultatele méasuratorilor
pentru aceleasi vase, dar cu altd unitate de masura convenabil aleasa.

Se va justifica importanta alegerii unei unitati de mdsurd standard pentru masutarea
volumelor lichidelor (litrul). Pentru a fi cat mai aproape de experienta cotidiana a elevilor vom
folosi sticle din comert de un litru. Reludm operatia de masurare a vaselor utilizand sticla de un
litru si n acest fel vom determina capacitatile vaselor in litri. Introducem scrierea pentru capacitatea
de un litru (un litru = 1 1) si punem pe fiecare vas o eticheta pe care scriem capacitatea exprimata in
litri (de exemplu 10 I). Unitatea de litru se introduce numai in clasa a I — a (conform programei in
vigoare).

In formarea notiunii de capacitate a unui vas (sau volum al unui lichid) la clasa a II —a se
recomanda urmatorul traseu didactic:

e Explicarea notiunii de capacitate = Incaperea sau volumul unui vas cat incape intr-un vas
cantitatea de lichid, cereale, zahar, sare care se pot turna intr-un vas.
e Se aleg vase de dimensiuni diferite.
- in ce vas Tncape mai multa apa? Dar grau?
- cum putem dovedi ca un vas contine mai mult decat celalalt?
- este necesar sa se faca experimente la care sa participe efectiv copiii.
- asezati vasele in ordinea capacitatii lor. Se verifica daca vasele au fost asezate corect, prin
umplerea cu apa.
A. Masurarea capacitatii unui vas cu unitdti nestandard
1. Pe catedra pot fi cani, pahare, sticle, borcane. Se cere elevilor sa masoare capacitatea unui borcan
folosind ca unitate de masura paharul.
2. Se toarna apa din borcan in pahare. Se numara cate pahare s-au umplut cu apa din borcan.
3. Constatam ca borcanul are capacitatea de: 4 pahare mari; 8 pahare mici.
B. Unitati de masurd standard
1. Pentru a putea masura capacitatea unui vas, oamenii au inventat unitati de masura a capacitatii
care se folosesc in Intreaga lume.
2. Unitatea principala cu care se masoara capacitatea vaselor este litrul (1)
3. Se prezinta litrul standard din metal (sau se poate indica pe o plansd); se pot folosi de asemenea
diferite sticle de un litru.
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4. Pentru ca elevii sd inteleagd mai bine, se pot face exercitii practice de masurare ca unitate
standard. 5. Estimarea capacitdtii vaselor. Se consemneaza datele estimate, apoi se trece la
masurarea vaselor. Atat consemnarea datelor cat si masurarea se efectueaza de catre elevi.
C. Constientizarea marimii capacitatilor de o jumatate de litru, un sfert de litru Lichidul dintr-o
sticla de un litru se toarnd in sticle de jumatate de litru. Se observa ca se umplu 2 sticle. Cantitatea
de lichid din sticla de 1 litru se toarnd in 4 pahare de 250 ml. in cite parti egale s-a impartit
cantitateade apa?
D. Exercitii pentru aplicarea cunostintelor nou-insusite
e (ate sticle cu capacitatea de jumatate de litru pot umple o sticld de un litru? Dar de 2 litri?
Dar de 4 litri?
e Cate sticle cu capacitatea de un sfert de litru se vor umple cu lichidul dintr-un bidon de 4
litri? Dar de 8 litri?
e Cate sticle cu capacitatea de un sfert de litru se vor umple cu lichidul dintr-o sticla plina de 2
litri?
e (ate pahare cu capacitatea de un sfert de litru se pot umple dintr-o sticld cu capacitatea de
un litru? Dar de 2 litri? Dar de 4 litri?

Valoarea. Unitati de masura a valorii

Incd din clasa I, conceptul de valoare se studiazd plecand de la procesul intuitiv de
cunoastere a banilor sub forma de bancnote si monede. Banul, sub diferitele sale forme si valori,
reprezintd un echivalent general al tuturor marfurilor, un instrument general de schimb, un raport
valoric, deci, 0 mdsura a valorii, un etalon al preturilor. In Romania, moneda nationala este leul, cu
singurul sau submultiplu — banul (1 leu = 100 bani) . De asemenea, elevii vor intelege ca cel mai
sigur si corect mod de a obtine bani este munca. Elevii vor face cunostintd cu toate diviziunile
monetare si bancare existente In Romania la data parcurgerii lectiei, respectandu-se si conceptul de
numar natural cu care se lucreaza in acel an scolar, conform programei.

Astfel, in clasa I, elevii nu vor putea opera cu valori nominale de zeci de mii sau sute de mii,
ci vor efectua jocuri didactice: ,.De-a libraria”, ,,La magazinul alimentar”, determinand o totald
potentare psihologica, realizandu-se un dublu scop: cel instructiv si cel practic. Conceptul de pret
sau valoare a lucrurilor, trebuie dedus si inteles de elevi din analiza unor produse sau obiecte
cunoscute de acestia, Tnsusindu-si totodata exprimarea: ,,mai scump”, ,,mai ieftin”.

Intelegerea constientd a notiunii de valoare va permite degajarea ideii d misurare a ei.
Invatatorul trebuie si introducd notiunea de valoare in strinsa legaturd cu notiunile empirice pe
care le au deja elevii. Se organizezd un dialog in legatura cu valoarea unui produs alimentar. Ludm
in discutie doua produse alimentare bine cunoscute: orezul si uleiul comestibil. Prezentdm in fata
elevilor o punga cu orez (pe care scrie 1 kg) si o sticla deulei  ( pe care scrie 1litru).

Pe fiecare produs este trecut pretul (1 kg de orez costa 3,7 lei iar un litru de ulei costa 6.4
lei). Elevii observa cad un litru de ulei costd mai mult decat un kilogram de orez). Majoritatea
copiilor stiu acest lucru din experienta cotidiand. Spunem elevilor ca un litru de ulei are valoare mai
mare decat un kilogram de orez. E bine sa explicdim de ce un litru de ulei are valoare mai mare
decat un kilogram de orez. Acum elevii vor intelege cd fiecare produs alimentar are un pret
deoarece are o anumita valoare.

In continuare explicim elevilor ce inseamna s cumparim un produs alimentar. A cumpara
un produs alimentar Tnseamna a lua din magazin acel produs in schimbul lui platindu-se o anumita
sumi de bani care reprezinti pretul. Inseamni ca valoarea unui produs se misoara prin bani. Pretul
unui obiect reprezintd masura valorii acelui obiect.

Banii se intalnesc sub forma de monede sau bancnote. Bancnotele sunt confectionate din
plastic sau hartie, iar monedele din metal. Pentru monede se mai foloseste termenul de maruntis.
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Lectiile organizate pentru predarea-invatarea unitatilor de masura a valorii trebuie sa aiba un
pronuntat caracter practic, elevii fiind solicitati sa simuleze situatii reale din viata cotidiana.

La clasa a Il-a se recomanda exercitii de recunoastere a monedelor si bancnotelor emise in
tara noastra dar si exercitii practice de schimbare a unei monede cu altele, echivalente ca valoare. Se
propun elevilor exercitii de schimbare a monedelor sub forma de joc.
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METODA MONTESSORI

Marinel ZAHA

Scoala Gimnaziala nr. 1 Petreu, judetul Bihor, profesor de matematica, marinel.zaha@yahoo.com

Rezumat: In aceastd lucrare vom prezenta Metoda MONTESSORI, rolul profesorului in implementarea si aplicarea ei,
conditiile si principiile care stau la baza ei, si scoli din Romdnia unde se aplica.
Cuvinte cheie: metoda Montessori, clasa Montessori, principii, scoli din Romdnia

In cadrul sistemului de invatimant din Roménia,prin initiativele realizate la nivel
central,teritorial si local, dupd anul 1990,sunt institutionalizate urmatoarele alternative (metode)
educationale, aplicabile in Invatamantul prescolar si primar, cu deschidere spre invatamantul
secundar: Waldorf, Montessori, Step by step, Freinet si Jena-Petersen.

Maria Montessori (1876-1952), medic si psiholog, a realizat un adevarat pionerat in directia
cautarii acelor modalitati educative care sa stimuleze si sd dezvolte la maximum potentialul de
invatare de care dispune fiecare individ.

In centrul filosofiei pe care o propune si a metodei pe care o promoveazi, ea situeazi ideea
afirmarii libertatii a copilului, ale carei baze se pun in copildria timpurie cand acesta invatd cum sa
invete. In consecinti:

- copilul trebuie tratat cu un respect deosebit;

- el este vazut ca un individ cu personalitate unica si cu un potential intelectual diferit de al
altora;

- In perioda prescolaritatii, copilul isi dezvolta sentimentul de sine care este esential in raport
cu dezvoltarea sa viitoare;

- copilul nu este un adult in miniatura (idee preluata de la Rousseau).

Ca strategie, metoda Montessori pune accent pe individualizarea instruirii, mentinand copiii
in sala de clasd. Rolul educatorului se rezuma, in aceste conditii, la pregarirea mediului si la
observarea copilului.

Mediul educational poate fi considerat pregatit atunci cand:

- ofera materiale educative adaptate nevoilor copilului;

- lasd fiecarui copil libertatea de a-1 explora, pentru a se dezvolta in ritmul sau natural.

In general - spune Montessori - adultul nu trebuie sd facd pentru copil ceea ce acesta poate
sd facd de unul singur. El are 0 minte absorbanta si invata fara efort.

Cheea invatarii complete este consideratd automotivarea, de aceea, copilul si Invatarea sunt
situate pe primul loc, iar predarea si programa de educatie pe locul al doilea.

Sustinatorii metodei Montessori pledeaza pentru conceperea unui mediu de instruire bazat
pe obiecte mici, usor de modelat si detailate din punct de vedere vizual. Metoda de educatie este o
metoda stiintificd, bazata pe observarea obiectiva a copilului, pe pregatirea mediului de instruire pe
baza observatiilor realizate i pe conceperea programei de educatie in mod creativ, functie de
nevoile copilului.

In sistemul Montessori, educatorul este ghidul si nu sursa tuturor invataturilor. El lasi
copilului libertatea de a gasi singur solutiile rezolvarii propriilor lui probleme.

,»3a nu faci niciodata pentru un copil ceea ce poate face singur.”

,lrebuie sa ajutam copilul sa actioneze singur, sd voiasca singur, sd gandeascd singur,
aceasta este arta celor ce aspira sa slujeasca spiritul”

Rolul profesorului

In cadrul metodei sale, Dr. Montessori a conceput un rol cu totul nou pentru educator. De
cele mai multe ori ne referim la acesta sub numele de ghid sau director, intrucat educatorul
Montessori nu preda in mod traditional. Copiii invata singuri, folosind materialele specifice, timp in
care rolul educatorului este sa directioneze, sa stimuleze si sa ghideze activitatea acestora. In prima
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instantd copiilor li se face o prezentare a materialelor. Incet si cu miscéri precise, educatorul
utilizeaza materialul potrivit cu destinatia sa, timp in care un grup de copii sau un singur copil il
urmdreste. In timpul acestei demonstratii, cuvintele si miscirile excesive sunt evitate, iar actiunile
sunt segmentate astfel Incat sa se asigure o mai buna intelegere a conceptului prezentat.

Decizia de a preda o anumita lectie rezulta de cele mai multe ori din observarea atenta a
copiilor, precum si din evaluarea muncii lor anterioare. Unele lectii pot fi explicate din nou, daca se
constata ca un copil are nevoie de mai multa informatie sau de informatie noua.

Educatorul nu se amestecd niciodata atunci cand un copil e concentrat, si nu intervine decat
dacd a constatat ca acesta are nevoie de ajutor, nu stia ce sa faca, sau il deranjeaza pe ceilalti colegi.
Ajutorul pe care un educator Montessori il oferd copilului este intotdeauna extrem de limitat -atat
cat sa se asigure ca acesta a iesit din impas. Copilul nu este corectat atunci cand greseste. Se
considera ca inca nu a ajuns s stipaneasca suficient conceptul respectiv, iar materialul respectiv va
fi strans si reluat cu alt prilej, dupa o lectie individuala, ori dupa o anumita perioada de timp.

Educatorul Montessori nu pedepseste copiii niciodata, dar nici nu le ofera recompense. Se
considera ca singura recompensa de are are nevoie un copil este cea provenitd din mulfumirea de
sine, din faptul ca a realizat un lucru bun si corect, bazandu-se pe propriile lui puteri.

In cazul in care un copil ii deranjeazi pe colegii lui sau se comporti intr-un mod care
afecteaza armonia si ordinea din clasa, acesta va fi luat de catre educator si dus intr-un loc retras de
ceilalti copii. I se va asigura jocul favorit, dar va fi lipsit de libertatea de a se deplasa prin clasa dupa
vointa proprie.

Educatorul va veni din cand in cand si ii va adresa cuvinte blande de simpatie sau ajutor, in
cazul in care are nevoie. Se considera ca lipsa libertatii de miscare si tratarea copilului ca pe un
bolnav este suficientd pentru a-l face sa inteleagd ca a gresit.

»in loc si incercdm si-1 cucerim din interior si si-1 directiondim ca pe un suflet uman,
intotdeauna ne-am dorit si dominam copilul prin fortd, prin impunerea unor legi extreme. In acest
mod copiii au trdit pe langa noi fard sa ajungem sa fim capabili de a-i intelege vreodata. Dar daca
dam la o parte toatd artificialitatea cu care i-am invaluit si toatd violenta cu care, prosteste, am
incercat sa-1 disciplinam, ei ni se vor ardta noud In toata frumusetea firii lor copildresti, cu o
gentilete si o dragalasenie absolutd. ” ( Maria Montessori-Metoda Montessori-1969)

Montessori a observat cum copiii prospera atunci cand li se ofera libertatea intr-un mediu
propice nevoilor lor. Dupa o perioada de intensd concentrare si lucru cu materiale care le starnesc
interesul, copiii dau dovada de vitalitate si multumire de sine. Concentrandu-se la o activitate liber
aleasa , neintrerupta, copiii ajung la autodisciplind si pace interioara. Dr. Montessori a denumit
acest proces “normalizare” si este citat ca fiind ““ cel mai important rezultat al muncii noastre”. (
Maria Montessori-Mintea absorbanta-1949)

Mediul si materialele dintr-o clasa Montessori

Dr. Montessori a considerat ca, pentru ca un copil sd faca cele mai productive alegeri si sa
isi exercite controlul asupra alegerilor facute, mediul inconjurdtor trebuie sd fie special proiectat
astfel incat sa stimuleze o activitate constructiva din partea acestuia.

Fiind una din modalitatile prin care acest mediu este pregatit, ordinea, faciliteazd dorinta
copilului de a alege si concentrarea. Bunul simt sugereaza ca este mult mai usor sa alegi obiectul
dorit atunci cand alternativele sunt aranjate intr-o maniera ordonata.

Materielele Montessori 11 ajutd pe copii sa facd alegerea dorita prin faptul ca acestea sunt
expuse pe rafturi, la o indltime potrivitd varstei, pe mese sau pe covorage. Astfel este foarte usor
pentru copil sa ia materialele de pe rafturi, sa le utilizeze pentru un timp si apoi sa le puna la loc.
Din contra in clasele traditionale, materialele sunt de cele mai multe ori inchise in dulapuri si
profesorul este cel care controleaza cand si cum urmeaza sa fie utilizate.

O alta modalitate prin care mediul ajuta copilul si 1i faciliteaza alegerea si controlul asupra
activitatii dorite este dimensiunea mobilei. Aceasta constd in scaune si mese din lemn create special
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pentru copii care se pot deplasa acolo unde doreste fiecare copil sa isi desfasoare activitatea ,
locurile nefiind prestabilite. ( acum un lucru obisnuit, se pare cd este rodul inovatiei Mariei
Montessori-Elkind, 1976 )

Clasa Montessori este asezata pe ,,zone:, de obicei delimitate de duldpioare cu rafturi joase.
Fiecare ,,zona” confine materiale specifice subiectelor respective (arta, muzicd, matematica,
stiinte,etc. )

Materialele de pe rafturi au ca scop atragerea interesului copilului si acumularea
cunostintelor prin utilizarea repetatd. Fiecare material are un scop bine determinat si este de dorit sa
fie utilizat exclusiv in acest scop. Utilizarea corecta a acestor materiale este de natura sa promoveze
o mai bund intelegere a unui anumit concept . Cand se constatd ca materialele nu sunt folosite
conform cu destinatia lor, educatorii repeta lectiile .

Deasemenea curriculumul Montessori este extrem de bine structurat. Materialele care
formeaza curriculumul sunt prezentate in secventd ierarhica existdnd si o legatura complexa cu
materialele din diferite alte zone ale aceluiasi curriculum.

Materialele sunt autocorectoare. Cand o piesa nu se potriveste sau este lasata pe dinafara ,
copilul poate percepe cu usurinta eroarea. Astfel nu este necesara corectarea copilului de catre adult.
Copilul este capabil sa rezolve problemele independent, dezvoltandu-si astfel increderea in sine,
gandirea analitica si satisfactia ce decurge din ducerea la bun sfarsit a unei activitati prin propriile-i
puteri.

Principii Montessori

Principiul de baza este autoeducarea si aplicaea celor invatate direct, nemediat.

Crearea e grupe educationale ce acopera 3 ani, spre exemplu 3-5 ani, sau 6-9 ani, sau 7-10
ani.

Incurajarea copiilor de a lua mereu decizii proprii pe care si le respecte.

Curatenia si aranjarea locului unde 1si desfasoara activitatea copii sunt facute de ei Insisi, in

functie de modul specific cum se autoconduc.
Matematica a fost privitd de Maria Montessori ca fiind un proces mental, natural care incepe la un
nivel concret §i progreseazd catre un nivel abstract, fiecare copil avand spirit matematic
innascut.Scopul utilizarii materialelor de matematica este de a pune bazele pentru dezvoltarea
cognitiva i pentru a pregati tranzitia treptatd spre gandirea abstracta.

Scoala Montessori este o pedagogie a libertatii, copiii invata prin ei insisi, intr-un mediu
special pregatit. Asa cum copiii Invata sa vorbeasca fard sa le tina cineva lectii tot asa pot invata
cultura, obiceiuri comportamente, scrisul, cititul, matematica, stiintele intr-un mod individual si un
ritm propriu. Mediul Montessori contine materiale pentru dezvoltare special proiectate care invata
copiii sa se angajeze in activitdfi de invatare pe care le aleg in mod liber.Sub indrumarea unui cadru
didactic special instruit, copiii dimtr-o clasa Montessori invatd prin descoperire cu ajutorul
materialelor, dezvoltandu-si capacitatea de concentrare, motivatia, autodisciplina, controlul de sine,
precum si o dragoste pentru invétare care dureaza toatd viata. Nu existd banci, catedra, catalog,
copiii sunt liberi sd-si aleaga singuri activitatile si locul de desfasurare a acestora. Copiii care
urmeaza metoda Montessori dobandesc abilitati de comunicare deosebite deoarece clasele nu sunt
constituite dupa criterii riguroase de varsta.

Prin aplicarea acestei metode este respectata personalitatea si independenta elevului, sunt
respectate toate legile naturale de dezvoltare a spiritului uman. Pedagogia Montessori asigura
dezvoltarea completd a copilului intelectuald, fizicd, emotionald, spirituald si creaza cetateni
responsabili si implicati.

Prin modul ei actual de organizare scoala roméaneascd nu respectd libertatea, independenta,
personalitatea si drepturile copilului, ceea ce duce la abandon scolar, stres si violenta. Desi , metoda
Montessori, ca intreg, nu poate fi integratd, deocamdata, in structura scolilor de stat, ar putea fi
folosite materiale Montessori, materiale care transmit informatiile intr-un mod placut, copiii avand
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posibilitatea de a lucra individual, in ritm propriu, nu sub presiunea profesorului. O asemenea
metodad pedagogica ar avea succes cu copiii de etnie rroma, o categorie de elevi pe care pedagogia
traditionala nu prea reuseste sa 1l motiveze si sa 1i {ina in scoli.

Pedagogia Montessori are succes in intreaga lume, exista 8000 de astfel de scoli pe toate
contonentele. In Romaénia existdi grupe de gradiniti Montessori in Drobeta Turnu Severin,
Timisoara, Bucuresti, Miercurea Ciuc si o scoald elementara in Cluj.
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